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最优一致逼近若干命题

的证明与探讨
’

赵玉莹

�郑州工学院数力系�

摘 要� 本文用直接法证明�对普通多项式的切比雪夫交错定理
，

提出并证明 了关于最优

一致通近的几个命题
�

关键词� 最优一致遥近 括值
�

一致收数

中图分类号� ����

在求函数近似式的讨论中
，

最优一致逼近多项式是一种重要的近似工具
，

切比雪夫交

错定理在讨论中起重要作用
�

本文用直接法证明了对普通多项式的交错定理
，

并从定理出

发提出并证明了函数 �的 ��������插值多项式在��
，

��上一致收敛于 �的几个关于最优一

致逼近的命题
�

� 概念与记号

首先给出有关概念
，

���【�
，

��
� ，

使 �������� 一 ����卜 ���一 ��� 最小的 � 次多项

式���� � 。 。 � 。 ，� � … � 气 � 几

为�在 ��
，

�� 上的 。 次最优一致逼近多项式
。

令 �
。

表

示 � 次多项式的全体
，
�

。

的 � ������一 ���
。

下面证明对上述普通多项式的切比雪夫交错定理
。

� 定理及证明

定理

� 次多项式川�� 成为 ��
�

��劝 在 【�
，

�� 上最优一致逼近多项式的必要条件是误差函

数 ���� � ���� 一 ���� 在 【�
，

�� 上以正负相间的符号依次取值为 ������ ���叭�� 一 �����的
� ‘ � ‘ �

�

收稿 日期� ����一��一��
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点的个数不少于
� 十 �个

。

证明� 充分性

假设存在交错点组
� � � 。 � � �� … � � 。 、 �返 �， 有 ����

‘
��� �����， ����

，
�� 一 ���卜

�
�

欲证 尸 是�的最优逼近
�

反证之
，

若不然
，

存在
。
次多项式 � 。 ，

使 ���一 �
。
��� “�一 ���

� 】����
�

由�
。 一 �� �’ 一 �� 一 了一 �

。
�， 由条件可知

，
�。 一 � 在 仕

‘
�交错变号和�一 �符号一致

，

则 �。 一 � 有 � � � 个零点
，

由此得出厂
。 � ��

必要性

设 � 。
是 ��

，

��上的第一点
，

在该点处
尹
的值达到 士 ”��� ，

不防设
�
��

。
�� ������ 设 � ，

是 ��
。 � �� 上的第一点

，

在该点处 ���
、
�二 一 �����， 照此进行下去

，

定义了各点 � 。 � � �

� … � � 、 ，

使
�
��

‘

�� �一 ��
’

���” 如果 � � 。
则证毕

。

否则
�

定义 �
�

��’ 二 �
，

一
，

�� 是
�

在 ��
‘� 、 ，

�
，

�中的最大的根
，

令 ���� � ��妙
‘ 一 ��

，

下面证明对某个 又��
，

与 尸 相 比 �

一 又�是对�的一个更好的逼近
。

考虑区间 【�卜 ，，

中�
‘

为 ����在 【�
‘�

� ，〕� 把它分成两个 子区间��卜 �，
� ，
卜 ��

，� �，
� ‘
��沙

，， � �

�
，

其

� �中最大的根
�

当 � ���
，，， � �时

，

山
�
��

，

�一 �一 ��
‘

���日
，

可得
�
��� 在 。 ， ‘ ，

� ‘
�的符号为 �一 ��’

，

此

时 ���� 二

又寸� ��
，，，

���
，

�� 的符号也为 �一 ��
‘ ，

所以对任何 只� �
，

������ 一 ���������毛 ��������

当 � ���卜
�，

蕊 �一 ��
‘

��
�
��

数时
，

，，，
�时

，

此时 。���的符号为 �一 ��
‘一 ’
而 �一�

‘一 ’
����一毛

�
���

��为偶数�
，

或�一 ��
‘ “�“簇 ����蕊 �一 ��

‘一 ’ “�“ ��为奇数�
，

�����毛 ����� �����
，

�����符号为负
，

适当选取充分小的只 � �，
在�为偶

使一切

���，�一 ����
一 �����人‘ � 一币一一 则有

���� 一 ������一 又
‘

������簇
�
���一 只����蕊

�����
�����一 ����

一吮犷一 刻�

即 ��
�
���一 又

。
������� ��

�
��

同理 �为奇数时
，

也可得 ������� 一 又
‘
����“ �

充分小的 只，，

使得 ������一 又
，
������蕊 �����

�

设 又二 ��� 又
， ，

其中 又，
对应于每个区间 ��卜 ，，

�】���
，

总之
，

对区间 【� � 〕可以找到

� 】所选取的
，

那么可使 ������ 一 又�������

� �����
，

即 ���一 只�一 月 � ���一 月
，

也即 �一 肋 比 尸 对�有更好的逼近
。
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� 五个命题

利用上述定理
，

我们给出关于普通多项式的最优一致逼近的五个命题
�

命题 �

设�����， ��
， 。 簇 � 。 � � 、 � 一 � � 。 � ，蕊 �

，

如果 尸 是�的插值多项式
，

���
，
��

�一 ��
‘ ，

贝性仕
‘
�上的

。 次最优一致逼近多项式脚
一 又�

，

且偏差 � “期
。

证明 在【� ，

��上柞了的
�次插值多项式户���

，

使 尸��
，
�� 只� ，

� ��� �
，
�

， …
， � � ��

取 ���
，
�� �一 ��

‘

��一 �
，
�

， …� � ��

选取适当 只� �
，

使风�� 一 又���� 是 �
次多项式

，

则由 ���� ����� 一 沙��� 一 只�����

有
���

‘
�� 又���

，
�� 只�一 ��

‘

��� �
，
�

， … ， � � ��由切 比雪夫定理
，
夕一 只�

是�在 ��
，
�上最优一致逼近多项式

，

且偏差 二 �斗

特别
，

当我们取�的 ����� �
�� 插值多项式时有下面命题 ��

命题�

对每个����
� ，
��， 对应一组点 ��

。 ，

�
， ” � �

，
�

，
�

， …… 和 �� �
，
�

，
�

， ·

…… 使得

若 ��是在节点
� 。 。 ，

� 。 ，，
二 、 � 。 。

上对�的 乙。 ��
“ ”
�� 插值多项式

，

则 乙�升厂一致地成立
，

��一 美��

证明� 对确定的�〔
��

。 ，

��
，

对任何 �
都存在一个最优一致逼近多项式 �

，

���
，

使得

“�一 �
。 “二 ������一月 � �

。

仍

由切 比雪夫定理
，

一定存在
� � �个点 �

。 。 ，
�

， ， ，

一�
，。 � ，，

使得
� 。

���� ����

一 �
。

���在这
” 十 �个点上交错易号

，

山连续性
� 。

��� 在 ��
，

��上一定有
” � �个根

，

即

存在 � 。 ‘ �妙
。 ‘ ，
少

， ‘十 ，
�

使
�

�
�
沪� � ��’ � �

，

�
，

�
， “ “ “ ��

也即是 只�
。 ‘
�� �

。

��
。 ‘
� �� �

，
�

，
�

，

……�

因为 尸
。

是 。 次多项式
，

且在 。 � �个点上与�值相等
，

故 尸
。

是在这些点 于�
。 ，
� ��

� �
，
�

，
�

， ‘ ” 二 ’
��上对�的 �������� 插值多项式

。

即 �
，
� �

。

�

由 � ��� ���� 。 �� 定理
，

存在多项式系列 �
、 ，

�
�， ·

� 一致 收敛于 �， 即对 丫 “

��
，

日�
，

当 儿 �� 时
，

有 ”�。
一 月 � ‘

又由 �净
�
一 刀�� 胡����尸一 刀�蕊 ���

。
一 ����

。 ，

故
， “�厂一 月 ” � ��叶 的�

注 � 证明中用到最优一致逼近的存在性定理
，

见 ���
�

插值多项式的唯一性
，
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见 ���
�

命题�

若入�� 在 ��
，

�� 上 。 � �阶可导且在 ��
，

��上厂“
” ��� 恒号

，
尸 是�的 。 次最优一致

逼近多项式
，

则�一 � 的交错点是
� � �个

�

证明� 由命题 �可知
，
尸 是�以 ��

。 ，
� �，

� �， “ 、 � 。

�
，

为节点的 �������� 插值

多项式
，

由����� � �阶可导
，

则有 伽一力��� �
厂

” 十 ”�‘，�

��� ���
附��� 其中

，

附���� ��
�

由已知 【。 ，

�� 上厂
” 十 ” ��� 恒号

，

则 了一 川��� 的交错点不多于 。 � �个
�

而由切比雪夫定

理可知 了一 川��� 的交错点至少是
� � �个

。

所以 了一 川��� 的交错点是
� � �个

。

命题�

给定 。 � � 。 � � 、 � 一 � � 。 、 �蕊 �， 设 又和 尸 由条件 双一 ��
‘

十 ��� ，
�一 ��� ，

�确定
，

记 只二 双�
。 ，

证明 �

� �， … ， � 。 � ，
�则有 �

。

仍� �，�����一 尸��� ���

广 �， 月

与 � 气 �
‘
一� 、 ��

设 �是�的最优逼近
，

由切 比雪夫定理
，

一定存在 � 。 ，

���� 。 ，
� ，· ” ’ ，

工 。 � ，

� �，

一
，
� 。 � �，

使

士 �
。

的�一 ��
‘

� 尸��
，
����� ‘

�

显然
，

�
。

的蕊 矛刀��

、 � �� �
’

� 《 气��

�双�
。 ，

� �， · ’ · ，
� 。 、 ，

另一方面
，

对任意
�
次多项式 �和 又

，

如果满足 只�一 ��
‘

� 夕��
，
�� 式� ‘

�

� �
，
�

�

一
， � �

即 双� ‘
�一 尸��

‘
�� 又�一 ��

’

也就是厂一 �在� ，
处交错改变符号

，

利用犷。 ��。 。 一 尸口 。 ����� 定理
，

有

�
。

���多 ���叭� ，
�一 尸��

，
��� 只

由�
。 ， �

所以

命题�

�， ” 一 � 。 � ，
任意性

，

�
，

沪� ” 王��

与 《 �� 《 ‘

一 《 气��

可得

�双�
。 ，

� �，

… ， �

�
。

的 � ����

与 � 气 �
’

一 《 气川

】又�� 。 ，
� �，

二
’ ，

�

���
仪 ，

一
仪︸艺」

命题�中的又� 又��
。 ，

� �，

其中� � � � ��

二
’ ，

�

�� 艺�一 ��
’ �

�� �
，
了笋 才

证明� 如果 ���� 是在 � 。 ，
� �，

一
� 。 、 、

对�的 乙��� “ �
�� 插值多项式

，

由命题 �
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也即是�的最优逼近
，

所以

月 � � 凡 牛

，���一 艺只
�，���

� 一 �

�� � �� � ‘护 �
� 一 �

·

一�
�娜����� 艺�一 ��

‘ � 一 �

则 ���
，
�� �一 ��

‘
�� �

上述尸
，

�为� � �次多项式
，

� � �

且尸的� � �次项的系数为
月 � � 月 �

又入
�，
��� ��

，一 � ，
�
�

度� � �尹�

月 � ，

一 艺��
�，
�“ ，

���� 的
” � �次项系数为艺�一 ��

‘ �，，

选取 儿 使

又� 艺

，

勤
�，’“ ，

艺�一 ��
‘ “ ，

岁
“ ‘ 。 、

� 占一�气工 �
￡� 。 “

其中
�一 艺�一 ��

‘ �了

’ 一

几
十

“ ，一 � ��
‘ 一 �，

�
一 ’

艺罕 ��护 �

证毕
。
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