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关于二次型最优极点配置

的几个问题
’

冯冬青 谢宋和

�郑州工学院� �郑州轻工业学院�

摘 要� 本丈分析了闭环极点与二次型性能指标中的加权矩阵�之间的关系
，

讨论了指定

闭环极点选择问题
，

所得结论有助于进一步深入研究最优极点配王问题
。

关键词� 最优控制
、

加权拒阵
、
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，
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众所周知
，

通过线性二次型最优设计方法 �简称 ��设计方法�得到的闭环系统具有

许多优 良的内在鲁棒性 〔 ’〕 ，

因此
，

它在工程实际系统设计中得到了广泛的应用
�

但是
，

由于在使用该设计方法时
，

必须事先选择加权矩阵 �
、

�
，

然后求解对应的 �������方

程
，

从而得到一个最优控制规律
�

遗憾的是闭环系统的动态响应与加权矩阵 �
、

� 之间

存在着非常复杂的对应关系
，

这就给 �
、

� 的选择带来了很多困难
。

目前
，

普遍采用的

是仿真试凑方法
�

这无疑限制了 ��设计方法在工程上的推广应用
。

最优极点配置问题就是从希望的系统动态响应出发
，

设置一组指定的闭环极点
，

然后

确定满足极点配置要求的反馈阵 �
，

且使之成为一个最优反馈 �即存在 ���
，

� � �与

� 对应�
�

对于单变量系统而言
，

一旦指定了一组期望的闭环极点
，

那么与之对应的 � 便

可唯一确定
。

因此
，

重要的问题是如何保证所选择的闭环极点恰好就是一组最优极点
，

即

存在 ���
，
� ��与之对应

�

我们更关心的不是如何确定 �和 �
，

即所谓的 ��逆问题

的求解问题
，

而是 ���
，
� ��的存在性问题

�

对于多变量系统来说
，

由于满足极点配

置要求的反馈增益是非唯一的
，

有一定的自由度可供利用
。

故最优极点配置的意义就在于

充分利用极点配置所剩下的自由度
，

从满足极点配置要求的反馈增益集合中找出一个 �或

多个�最优解
�

求解的办法可以是先找到与指定极点相对应的加权矩阵 �和 �
，

再把它

们代人 �������方程
，

求得 �
，

从而可得到满意的最优反馈
�

‘
收稿日期� ����一朋 一��
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闭环系统与加权矩阵的关系

考虑一个线性定常可控系统
�� 河�� �� ���

式中�
、

�分别是� � � ， � � �的常数矩阵
，

且
飞���，�

��
��
����

�

�二���������������������
�����

一一�

一����������

一「丈
一 。

� �

���
。 � ·

一 �卜 �

取性能指标为

�一

丁��
�
��� 。 ’

���
，

�� �
���

、户、�月声、�刃产、，�产、�声�‘�
了���
刃

�。�了�、矛矛�、了‘龟、�了�、了‘，、

由最优控制理论可知
，

使 ��� 极小的最优控制规律为
� � 一 尤�� 一 刀�尸�

式中�满足矩阵代数�������方程

� 了尸� 尸河一 尸��了尸� �二 �

由 ��� 式和 ��� 式可得最优闭环系统

戈� �� 一 �幻� 二 月
。
�

令 �
。

���� ��，���一 ��一 艺
� ‘�

‘

尸
。

���一 山，��，一 “ 。

�一 ����一 �
。 ‘
�一 艺�

‘�‘

式中 �
�。���

定理 �

��为指定的闭环极点
。

使闭
�。 二

环 ��� 具有指定极点 �‘ 的加权矩阵�由下式确定�

��

一
� �
一 ���

一 �，， ，�
一 ��

，

卜 �
���

统冲

�，�当
式 中 �

，，�’

� �
，

或��

证明�

�
， …
� 时

，

和 尸 ‘， �分别表示矩阵 �
、

， ��� 当 �或�毛 �时
，
� ‘， �

有

� �
�。
� �

，

一 ��

一
� 卜 �

尸 的第 �行第 �列元素
，

�� 当 �和�毛 � 一 �时
，

且满足 尸 ，， ， � 尸

尸 ‘� 为自由参数�

、产�、�尹︵
��

口���皿�

�
了�
、�龟了

由 ���
，… ，

�卜

，
�

，…
，��

� ， � �

�

根据 ���

式至 ��� 式可得

�� ��
。 一 � 。 ，

��一 �

式可知
，

尤� 刀了尸� ��…���尸

尸 � 尸 � �
气� �，月 ����
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把�
、

�
、

�代人 ��� 式
，

展开后可得

�
，�� �卜 ��，一 �一 �卜 ���

一
� ‘�一 ，一 ��

，

卜 ，
����

显然
，

由 ����式可知
，

满足极点配置要求的 尸 阵中有 ��
� 一 ����个 自由参数

，

因

此
，

����式中的 �阵也包含有 ��� 一 ����自由参数
，

这就说明 ��� 式是 ��逆间题

解的全体
·

当取不同的参数 尸 ‘�
��簇 �

，

�簇 �一 ��时
，

将对应有不同的 �阵
，

但是
，

这些

不同的�阵将确定相同的状态反馈增益
，

从而保证了有相同的闭环极点
�

� 闭环极点的指定问题

文【��已经指 出 ，

并不是任何一个稳定的反馈增益 � 都可 以构成最优闭环系统
，

同

样
，

也可以说并不是任何一组稳定的闭环极点都能成为最优极点
，

它们必须满足一定的约

束条件
�

定理 � … ，

�� 分别是系统 ��� 和 ��� 的开环极点和最

优闭环极点
，

假设 �
。 ，，

�
。 ，
��� �

，
�

，

则有下述不等式成立�

�乙
� 艺��

‘ ，

���
。 ‘
�� ����

。 ‘

����艺引

、产�、，产、�夕︸、一︸�，
了︸

且
，�����‘了�、

产‘、了百、

证明�设����� �十 ����一 哟
一 ’�是最优控制的回差矩阵

，

则有

��
�一 ��尺���

�一 尺 � 刀 了

�一 �了一 月 �

�
一 ’
���了一 月�

一 ’刀

�����
�
�� �

。
�����

。

���

并且因为�’

与��
�凡��� 〕 �

， �� �。
，

�����

根据 �巧�式至 ���� 式可以推出

�
。

仃����
。

�一�。 �一 �
。

仃田��
。

�一����李 � �田�� ����

又 尸
。

仃。 �尸
‘

�一，叻 一 ��。
，� ��

‘

�
‘

仃。 ��
。

�一�。 �� ��。
�� ��

因此 。 �。 ，�
八

�
。

仃田��
。

�一�田�一 �
。

仃����
。

�一�田�

一 艺���
‘ 一 ��

，

��� “ 一 ’ � … � ����
‘ 一 ����

‘

����

显然
，

上式是一个偶次多项式
，

要使 叫 。 ’
�� �

，

�����
�

其必要条件是首项系数与

常数项均非负
，

即有 ���� 式成立
�

定理 �已说明� 只当预期闭环极点 ��
�满足不等式 ����时

，

指定的极点 �� 才有可

能成为一组最优极点
，

由其对应的状态反馈也才可能构成最优闭环系统
，

也就是说才有可

能存在 ���
，
� ��与之对应

�

这是我们选择或修正指定极点的前提条件
�

定理 � 对于单变量系统而言
，

指定的闭环极点 ��
���� �

，

�，�二
，

��是一组最优极点的
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充分条件是如下几个不等式同时成立
�

。几一
�

几
，� �艺�一 ��

’
��卜

，� ，�‘十 ，�
一

�卜 ，� ，� ，� ， � ，
�� �

����

式中�

证明�

，
�

， …， � ，

且纷 � �时
，

��一
气
一 �

、产�、�万户、�尸护、，产
�内‘
，���，‘，‘�

矛‘、夕‘龟矛‘、了��

由文【��有
�

。

����
。

�一 ��一 �
。

����
。

�一 ��� ��刃�一 ��一 ‘ ��一了 。 ��心���一 ‘ ���

������一 ���� �� �…�卜 ’
�

����一 ��一

令 �� ������
�，，

月��� ��一 �二代一 ��
凡一 ’
�
了

�
��， … ，

�朋�

式中。 “ 一 �几
，一 �

几
，� �艺�一 ，����卜 ， � ，�‘� ， � ，一 �卜 ，� ，� ，� ， 一 ，

若把 ����式至 ���� 式代人 ����式右边
�，展开矩阵的乘积后不难发现� 由 ����

式确定的 �
�

���有一组期望的闭环极点 ��长�� �
，
�

� … ，

��
。

这就说明
�

����式是一个与

指定极点 ���对应的加权矩阵
�

因此
，

若 ���� 式成立
，

则 ���
，

即存在 �《 �与 ���对

应
，

也就是说指定极点 ��
�是一组最优极点

�

根据定理 �的结论
，

若利用定理 �选择的指

定极点 ������ �
，
�

， …，

��满足不等式 ����
，

则可断定 ��是一组最优极点
，

与之对应的

唯一反馈增益 � 一定是最优的
�

对于多变量系统来讲
，

类似的有关问题正在研究过程

中
�

� ��逆问题的解的唯一性问题

实质上
，

我们在上文中讨论的是 ��逆问题的解的存在间题
�

根据 ����式可 以看

出
，

与指定极点对应的加权矩阵 �是很多的
，

但是
，

它们并不都是 ��逆问题的解
�

只

有满足 ���的部分才是逆问题的解
�

那么
，

我们是不是可以这么说� 如果 ��逆问题的

解存在
，

则其解是非唯一的� 关于这个问题
，

我们可以做如下初步讨论� 从广义上来讲
，

也就是不限制 � 为单位阵时
，

逆问题的解是非唯一的
，

即与指定极点对应的加权矩阵对

��
，
��是不唯一的

�

从狭义上来讲
�

则不一定成立
�

即可能在限制 � 为某一正定阵

时
，

对应的 ���只有一个
�

例如
，

作者本人在文���中给出的一个反例
，

就足以说明这个

问题
。

因此
，

逆问题的解的唯一性问题的研究仍是一个有待进一步研究的课题
�

� 最优反馈增益矩阵 � 的唯一性

前面已经谈到
，

对于单变量系统来讲
，

如果指定的极点是一组最优极点
，

那么与之对

应的最优反馈是唯一的
�

可是对于多变量系统而言
�

满足最优极点配置的反馈增益矩阵是

否唯一呢� 这个问题相当复杂
。

这是因为满足极点配置的状态反馈阵 � 有无穷多个
，

而

对于同一个 �
，

却又有不同的矩阵对 ��
，
��与之对应

�

一般而言
，

最优反馈增益矩阵

� 是非唯一的
，

但是否也有无穷多个呢� 若答案是肯定的话
，

将还有一定的 自由度可供
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利用
�

这也是一个有待深人研究的问题
�

现举一例如下 〔月〕 �

一 】 �

� 一 �

一 � 一 �

�

�
‘ �

「， ’
�

�
�

�
刀一

�
’ 一 ’
� ��，，

一 �� �� � �

�������������

一一月

刀��已经说明
� 存在�和�

�
使

一 �

����

一 � 一 �

���

���
�

一一��
一，

�

「， �

�
�

’

�� 一

�
” �

�
�� ��

����

若期望的闭环极点为 一 �士�� 和 一 �
，

则可取 �一 �丁
了

夕�丁
’ ， � 一 � 一 丁� 一 ’ ，

且

��一 � 一

�

����
﹄

�
了

参数由自为尸
了砚
、

飞������且
��
���

����

��一
�

��，‘

�
伟、︶

����
�
��

��
���
������

一一�

�
︸���

��������一�对应的�� �丈�

戈
二

根据文献 ���， 取不同的变换阵 � 时
，

有不同的 � �，

因此对应有不同的反馈增益矩

阵�， 不难验证
，

只要 尸 �，
满足

一 �心
‘

互百

则对应的�〕 ��

� ��� � ，，� �子丽
甲

十 ��

因此
，
� 是最优的

，

且也有很多个
。

例如
，

若取

����

「� 一 �〕
�一

�
， ， 」 ����

则有���

︻���������������

，‘

���一 �

一 � ����

�一����
������������

一一�
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︻
�

���
�
�

��
�

凡�����一
�

��一
������气�

产�����一 �� ��

���一 �� 一

���一 �� 一

����

����一 �尸 ��
一

��

尸�
�
����

�
�

���

�一��
一一�

���

����
����

尸��������

一一�

� 文【��的局限性

文【��假定 �为对角阵
，

因此
，

得到

�
�‘ 一 �� 卜 �� ，。 � �

几
一 ���‘一 、�

�‘
�‘一 ，，

�
， … ， �� ����

式中 尸
。。
一 �卜 ，一 “ 卜 ，，

尸�，一 ，�
� 。

由只
“ ‘ ，

�，
�唯一确定

·

由于这种不合理的假设
，

则可能

会出现如下现象� 实质上指定的闭环极点是一组最优极点
，

但从 ���� 式求得的 � 阵负

定 �或不定�
，

从而得出错误的结论� 给定的极点不是最优的
。

例如
，

已知某三阶系统

一 � 一 �

若期望的闭环指定极点分别为 一 �士�和 一 �
，

则 �。 � 巧

文 【��有

����

��� ��
，
��� �

。

根据

门

�
�����������︵�

�﹄
日︸�一

�
�����������

一一�

一

�
‘�������

︵�
︷��︸�

�

��
���
��

一一�

一 � ����

﹁���
�

��
�

�
�且

��������
亡、︸，‘�

︵��︺�厂�
��
�
����������

一一�

显然
，

����式中的 �不定
，

因此会错误地认为给定的极点不是最优的
，

或者不能

判定给定的极点是否是一组最优极点
�

利用本文的定理 �可得

��� ���一 � 一 ���一 � 一�

���一 � 一 ���一 �� 一� ��一 ���

���一 � 一� ��一 ��� �� 」 ����

������厂����������

一一�

因此
，

只要能找到一组参数 ��
��，

尸 ��，

组最优极点
。

在本例中
，

若取 尸
， �

� ���

尸 ��
�使 �� �， 即可断定所选择的闭环极点是一

� ��� ���
，
���� ��

，

则

������
�

刁�����������������������
﹄日‘�，︸�亡︸、︶，︸一����������������

一一�

因此
，

正确的结论应是 � 一�士 �和一�是一组最优极点
，

与之又
‘
应的 � ��巧 ��是最
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