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广义特征子空间与 ������ 链�

构造 ������ 标准形的一个新途径
’

刘江国

�郑州工学院数力系�

摘 要� 本文从������一�
�������定理出发

，

讨论了特征 �最小�多项式的因式分解与空

间 的 不 变子空间直和分解之间 的 关 系
�

据此
，

引入 了广义特征子 空 间序列

������一娜�
，

及 ������ 链的概念
，

并深入讨论了创门的性质
，

由此得到了一个构

造 ����
�� 标准形 的新方法

�

新方法简洁
、

高效
，

可以 方便地在计算机上实现
，

与传统的由初等因子构造 ������标准形的方法相比较
，

优越许多
�

关键词� 广义特征子空间
，

������佑 ������ 标准形

中图分类号� ����

如何适当地选取线性空间的基底
，

使得线性变换的表示矩阵具有较简单的形式 �或求

方阵的相似标准形�是线性代数的一个基本问题
�

传统的论著均通过引人特征向量
、

特征

值的几何重数与代数重数
、

最小多项式
、

又一矩阵及其不变因子
、

初等因子等概念和工具

对此进行讨论
，

因此理论冗长
、

逻辑不清晰
、

方法难于实施
，

本文从一个新的角度讨论了

此问题
�

在本文中
，

除特别指明外
，

总作如下假定�

记 � 为数域 �上的 � 维线性空间
，
� 为 � 上的线性变换

，

凡为 � 在数域 � 上的特征

值
，

��刀
，

��刃分别为 � 的特征多项式与最小多项式 �

用三 表示子空间的包含关系
，
� 表子空间的真包含关系

， ① 表子空间的直和�

用 �表示线性空间上的恒等变换或单位方阵�

若 �为 � 上的线性变换
，

则用 �������表示 �的核即 ���������
�
�� 任�

，

�� ���
，

用
��������表 �的象即

�����������
�
��任��

。

定义 �
�

� 设 凡为 � 在数域 �上的特征值
，

��幻为 � 的特征多项式
�

若
式幻一 �又一 只。�

‘ ��。 ， 《 又一 又。�
‘ ，

��乃�一 �

则称 �为 又。 的代数重数
·

收稿 日期� ����一��一��
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定义�
�

� 称子空间�
�����一 又。��为�的属于特征值又

。
的特征子空间

，

称

�� ����������一 又。 ���为又
。
的几何重数

·

因为特征多项式与最小多项式有极同的根 �除重数外�
，

所以我们可作如下的

定义�
�

� 设又
。 任�为�的特征值

，

若�的最小多项式可在数域�上分解为

夕�又�� �又一 又。�
护 、�又�

，

��又一 又。�
’ ， 、�又��� �

则称护为又
。
的最小重数

·

山最小多项式整除特征多项式的事实可推出� 特征值的最小重数 ��代数重数 ��

引理 � 若 �为 � 上的线性变换
，

�������
，

��������分别为 �的核与象
，

则

�������������������
���������������

证明可在【��或【��中找到
�

引理 � 设 � 为 � 上的线性变换
，

��劝为 � 的特征多项式
，
�。为 �的不变子空间

，

� � � 一
� � �

只幻二 �
�
�又巩�刀

若则

其中�
。
�刀为�

。 一 ��
，�

即�在�
。
上诱导出的线性变换的特征多项式��� �

，

��
·

证明 因 � ，，
��
为 � 的不变子空间

，

所以可选择 � �，
� �
的基底 �一 ��

组成 犷

的基底 �
，

使 � 在 � 下的表示矩阵成为分块对角阵
门

�
�
����

，‘
月

�厂��������

一一月

其中�
�为�

。
在�

。
下的表示矩阵��� 卜 ��� 于是有

只幻� ����只�一 刀�� ����之�
�一 � �

��‘��又�
�一 月 �

���
�
�又丫

�
�幻

� 特征 �最小�多项式的因式分解与空间的直和分解

定理 � 设 � 上的线性变换 � 的特征多项式有如下的因式分解�

只又�一 �又一 又。�
无��之�

，

��只一 又
。
�
壳 ，

��之��一 �

则空间犷有如下的直和分解� 犷� �����了一 ‘ 。 。 七。 �������丁��

其中������一 又。 ��
�， ��一�������为�的不变子空间

�

证明 记�产
���一��一 ，。 ��

�，
� �一 ����������

�

若��� �，

则��一 又。�
‘ �一 。 ，

山�的多项式的可交换性得

�丁一 �。 。 七
��

�
�一 ���丁一 “ 。 。 ‘ ��一 。

所以�
“ 任� �， � ，

为�的不变子空间
。

同理可证
，

� �
亦为�的不变子空间

。
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①因为���一 又。�
�，

�����一 �
，

所以存在多项式��刀
，

��幻使得

��又��又一 又。�
‘ � ��又���又�一 �

��丁��丁一 “ 。 。 ‘ � ��������一 �

对丫� 。 �
，

有
�� ������一 又。 ��

�二� ��������
�

令��一 ������一 “ 。 ��‘ �
� � �一 ���������

，

则 �一 � �� ��

由������一 ������� �定理及�的多项式的可交换性

��一 “ 。 。 七� �一 ��一 ��。 ‘ ��丁�、����一 �
����丁一 ，。

刀
‘ �����一 ���班��

�一 �

所以
， “ ���二 同理

， “ ����
·

所以
，

对� “ 〔 �
，

有 “ � “ �� “ �， “ 。 �� �
��� �

，
��

·

②设有�� � �� “ �， � 。 �� �
��� �

，
��

，

但� �护 �
·

因 “ �� 一 “ �，

所以 “ �任��，
����“

，� �
，

从而

�

一
�����丁一 又。 。 ‘ � �� ������丁��一 。

矛盾
�

这表明� 若
� �� ��一 �

， ���� 。 ��一 �
，
��

，

必有�

一
��岁 �

�

综合①②得�一 ������一 只。 ��
�� ��一�������

�

定理� 设犷上的线性变换�的最小多项式尸�刀有因式分解

尸�又�� �又一 只。�
� 、�又�

，

��又一 又。 �
’ ， 、�又��� �

则 犷� ������一 只。�
� 。�又�

， 。 � ���������

且������一 又。��
尸 ， � “ ��、���为�有不变子空间

�

证明 证法同上
，

用到����� �的事实
�

当数域 � 为复数域时
，

特征多项式与最小多项式可以分解为一次因式幂的乘积
，

我

们有如下的定理 �和定理 ��

定理 � 设 � 为复数域 � 上的线性空间
，
� 为 � 上的线性变换

，
� 的特征多项式有

如下的完全因式分解

只又�一 �又一 又��
‘ 、

�又一 又��
七� …�又一 又。 �

‘ ·

则 犷一 ������一 又�。 ‘ 】 。 ������一 “ �刀‘ � 。 …④ �����丁一 ，， 。 ‘ 、

其中
������一 ，‘ 。 “ ��’ 一 �

，
�

， … ， 。 �为�的不变子空间
·

证明

记犷
‘ � ，，�����一 只，

乃
，

令了
‘
�又��

��幻

�只一 又
�
可

，

�� �
，
�

， …

①因为���
，
��

， …，
���

��

�
�� �护

��

所以存在多项式�
�

���， �����， 一 ���劝使得

” ·

� �
恙

�

二 �
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��
��犷

�
���� ����叭���� … � �，

��呱���� �

对��任�
，

有 “ � ������
�

���“ � ������
�
���“ � …� ������

�
���“

记 “ ‘ � �‘
��玩���

“ ��� �
，
�

，

一 ��
，

则

��一 “ ，。 “ �，一 �‘
����丁一 “ ，。 “式�丁�

�一 �‘
�丁班���一 �

所以
二 。 ‘ � 。，

②设有

�� �
�

�� “ �

�
， … ，

�
。

� “ ��
’
二� “ � ， “ 。 〔 ��， �� �

，

因为当�护 �时
，

�“ 一 “��‘ ，����“�
，

所以�
。
�����一 �

�
， … ，

�
�

从而

��人����
“ �� “ �� … � “ 二��人���

“ ，

由���一 又‘�
七‘ ，

�
‘

����一 �知
，

存在多项式��刀
， �
�刀使得

��又��又一 又，�
七‘ � ��，��，���一

�����丁一 又‘ 。 气 � ��丁丫
，
���一 ，

所以有 � ‘ 一 ������一 “ ‘ 。 ‘ � � ‘ � �
��玩���气一 �

，
�一 �

，
�

，

一 �
·

由①②知� 对丫���
，

可将其表为
�一 � �� ��� … � �， ，

气 。 �����丁一 又‘ 。 七‘

��一 �
，
�

， … ，
��

且表示式是唯一的
。

所以 犷一 ������一 ，�。 ‘ �� ������ 一 凡为
‘ � 。 …� ������一 又，刀��

定理� 假设同定理�
，

若�的最小多项式有完全因式分解

刀�又�� �又一 又��
� ’
�又一 又��

护，…�又一 又，刀
�·

则 � � ������一 又�乃
� ’ 。 ������一 又���

�， 。 …� ������一 又，��
�·

其中。 。 ����一 又，乃
�‘
为�的不变子空间��二 �

，
�

， …，
���

可以看出
，

本文为定理 �
，
�提供的证明比【����简洁

�

� 广义特征子空间及其维数

定理 �
，
�及定理 �

，
�分别提供了两种不同的直和分解

，

为讨论这两种直和分解的关

系
，

引人广义特征子空间的概念
�

定义 � 设 犷 为数域 � 上的线性空间
，
� 为 犷 上的线性变换

，
又。 �� 为 � 的特征

值
，

称 ������一 只。��
’

��二 �
，

么 … 为 � 的属于 只。 的 �级广义特征子空间
·

�级广义特征子空间即为通常意义的特征子空间
�

定理 � 设 又。 为 � 的特征值
， � 为其最小重数

，

�为其代数重数
，
�为正整数

，

则

① 当 �� �时
， ������一 又。 丁�

’
� ������一 又。 ��

『
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特别地
， ������一 “ 。 ���一 ������一 “ 。 ��

『

②当�� �时
， ������一 又。 ��

’
�� ������一 只。 ��

『

③ ������一 又。 ��
�
一 口

������一 “ 。 ��’

④ ������一 只。 ����
������一 又。 ��

’ 二 …�� ������一 又。 ��
�

证明 记��幻为�的最小多项式
，

令��幻� �之一 又。�
’

��刀

①当�� �时
，
��幻为�的零化多项式

，

����� �
�

与定理 �的证明类似
，

可证明

犷� ������一 又。刀
‘

� �����、����

而由定理�有 �� ������一 又。��
尸。 �����。����

所以当�� �时 ������一 只。��
‘
� ������一 又。乃

�

② 用反证法 假设存在某个 �� �使得 ” �����一 又。 刀
‘
� 。 �����一 只。刀

尸

由定理�知
，

对�� 。 犷有 �一 � �� ��，

��一 又。��
’ �

一 �
， 。������ �

因为������一 “ 。
乃

‘ 一 ������一 ‘ 。乃
‘ ，

所以有��一 ，。
刀

‘�
一 。 ，

于是有

人�丁��一 人�丁��
�� ��丁��

�一 。�了���一 又。刀
‘ � �� ��一 又

。
乃

‘ 、�丁���一 。

即 ��又�为 � 的零化多项式
，

但 ������又��� ������又��
�

这与 ��又�为最小多项式矛盾
，

所

以 ② 成立
�

③综合①②即得
。

④用反证法 假设存在� � �， 使得

������一 “ 。 。 ’ 一 ’ �� � ����丁一 ‘ 。 。 ’ 一 �����丁一 �。 。 ’ � ’

�为完备记
，

约定��一 久。 ��
“
� �

， ������一 又。 ��
“
� ���即零子空间�

这表明� 对丫� 。 �
，

只要��一 ，。 一��� ’�一 。 ，

就有��一 、 。 ��� �一 。

对丫介
������一 之。 ��

『，

令�一 ��一 又。 ��
『一 “ 一 ’

尽 则��一 又。 ��
�� ’ �一 。 ，

于是有 ��一 又。 ��
� �一 �

，

��一 “ 。 ��卜 ’
声一 ��一 ，。 ��� �一 。

从而 ������一 又。 ��
『一 ’ 一 ������一 又。 ��

�

这与结论②矛盾
，

所以④成立
�

结合引理 �
，

可得到如下的
推论 �����汀 一 只。 。 二 �������一 又。 。 ’ 二 … 二 �����汀 一 又。 。 ’

定理� 、 ���������一 ‘ 。 。 �

�� 、���������一 �。乃
‘
�一 、

其中
�，

�分别为特征值又
。
的最小重数与代数重数

·

证明 山定理 �知 �一 ����汀 一 “ 。 。 ‘ ④ ������汀��
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记�一
������一 又。 ��

‘ ，

��� �
，
��

�

由引理�知 ��刀

��� ����������
，
� 一 ��

�

�
，
�，

���’ 为�
�

的特征多项式

在 � �
上

，

��一 只。 ��

项式为 以一 又。�
�
�� ‘ �，

「��刀�
�
�又�

�

一 �
，

所以 �“ 一 ，。
�
�
为 � �

的零化多项式

为某个正整数�
，
�

，

的特征多项式 �
�

�刀�

，

从而 � ，
的最小多

�又一 又。�
‘ ，

�一 ����������一 ，。 ����

对 ���又�
，

��又一 又。�
，
���又��� �

�

若不然
，

则 �又一 只。���
�
�只�

�

从而 �又一 又。�整除 ��
的

最小多项式
�

而在 �� 上
，

����� �
，

所以 ��劝为 �� 的零化多项式
�

于是有

�又一 又。����又�
，

这与��又一 又。�
，

�又��� �矛盾
·

综上所述得

八刀一 �‘一 “ 。�’ ��。 一 �“ 一 �。�认�幻

��又一 又。�
，

��又��� ��又一 又。�
，

几�又��� �

所以 、 一 �
，

即�一 ����������一 ，。 ����
�

定理 �
，

�进一步揭示了特征 �最小�多项式的因式分解与空间分解为广义特征子空

间的直和之间的关系
，

同时也深人地揭示了特征值的几种重数之间的关系�

①特征值的几何重数�� 代数重数��

② 当 �� �时
，

广义特征子空间 ������一 又。 ��
’

就是特征子空间 ������一 又。 ��
，

其维

数就是特征值的几何重数 �
，
�簇 �

�

随着 �的增大
， ������一 又。�

’

及其维数都增大
，

当 �

二 �时
，

等号成立
，

即 ����������一 又。�
‘

�� �
�

�是使该等式成立的最小正整数
�

文【��用很初等的方法
，

�矩阵的秩�证明了结论①
�

本文又给出了一个不用矩阵的证

明方法
，

且更清晰地揭示了特征值的几种重数之间的关系
�

� ������链

依据定理 �所阐述的广义特征子空间之间的关系
，

可 以构造出非常有用的 ������

链
。

定义� 对� ������扭
。 ��

， � �铸 �
，

求解�

��一 又。 刀�
��

��一 又。���
，�

直至

称
�

� � ，

�� 一 只。尔
�� �一 �，

无解
·

‘ “ ， ��为 � 的属于特征值 又。
的以 � �

为起点
、

长度为�的 ������ 链
，

记
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为 ��
� �，

��
，

称 � 。
��� �

，
�

，

一 ��为此 ������ 链的第 �级向量
·

由定义知
， � 一 � �，

一 ��均为非零向量� 除
� �
外

，

其余都不是 � 的属于 又。 的特

征向量� 且 � 。 任������一 又。 ��
’ ，
但

� 。 。 ������一 又。 ��
‘一 ’
��一 �

，
�

， …，

刀

定理� ������链的最大长度为�， � 为 又。 的最小重数
·

证明 用反证法
，

假设存在�����
�链���一 ��， �� �� �

�

根据上述分析
，

存在� �十 �特 � � �， ��������一 又。 ��
�� ’ ，

但� �、 ��������一 ‘ 。 ��
�

这表明 ������一 又。��
�

�� ������一 又。 ��
‘ � ’
与定理�①的结论矛盾

�

显然
，
������链的最小长度� �

�

定理� 存在长度为�的������链
�

证明 不妨设�� �
，

取�护 �
， ��������一 又。 ��

�

但��������一 又。 �厂
’ �
令

� � �
�

�卜 �� ��一 又。乃�
，

��一 ��一 又。乃� �

由 � �
� � 的取法知

� � �������一 又。��
，

所以
�卜 一 ��一 又。 ��

� �

护 �
·

�卜 �� ������一 又。 ��卜
’ ，

依次递推
，

可得出

但
�卜 �‘ ������一 又。 ��

’ 一 ’

� �护 �
，

��一 又。 ���
�� �

·

这样
， � �， � �，

一
� �

就组成�一个��
����链

�

定理� ������链中的向量线性无关
�

证明 对向量的个数�用归纳法证明
�

�� �时
，

显然
�

设�� �时成立
，

考查�� �十 �时的情形
�

假若有

则由

� 一� 一� � �� �� … � 亡 � � � � ， �

一 �

��一 又。刀�
，� ��

��一 又。 乃�
�� ��

��一 又。 乃�
。 �� 用 �

��一 又。���
， � ，� ，

� �� �

� 朋 � 州一

� �州 � 一�

��� 一� … � � ， � ，
一 � �， � 一� ， � �

山归纳假设得 ���

一 ��
十 �� �， 代人原式得 � ��

一 �， ��一 ��

所以
， � �， ��， “

定理 �� 取 �

、 � � ， � � � �

线性无关
·

�
�
为 ������ 一 又。

�� 中的一组 线性无关 的 向量
，
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以 � �， � �， … ， � � 为起点向量分别构造 �����
� 链

·

则

①这�个�� ����链的所有同级向量线性无关
�

②这二个������链的所有 成 �级的向量线性无关��� �
，
�

， 。
二

，

���

③这�个������链的并 �即其中所有各级向量构成的向量组�线性无关
�

证明 只需证③
�

为书写方便
，

就。 � �的情形证明
�

设��
����链分别如下�

� 一 ，
� 一�， ” ’ ，

� ���

孔
�，

孔�， ” ����

假设有
�一 � ��，

一
� ��� ， ��一 �二 ， ‘ · ’

�，，
使得

� ��� � � � ��� ���
’ � ’

� “ ��� �� 亡��� �，� 亡二� 二 � ” ’

� 亡 ��， � �’ ，
� � �

�

不防侧一 �一 �� 在上式两边作用以��一 “ 。���
一

�
得��一 又。 ���

一 ’
��

��� ，�� ���� 。 �一 �

即 ���� ，�� �，�� �一 �

而
�一 � �，线性无关

，

所以���二 ���� ��

将���� ���一 �代人�
�

�式
，

再分别作用以��一 又。���
一 ’可得

� �
�

�一 � ����

一 �

依次递推得 亡 �，� “ ���
‘ ” 二 亡 �� 。

��一� �双 �
’ ‘ ’
� �万� �

当�
�护 �

�
时

，

取�� �����
�，

�
�
�
，

认为 �
�

�式中缺项即可
·

所以� ��， � ��， ’ ” ， � ��
� ， � ��， ��， ’ “ ， ����线性无关

·

在构造������链时
，

随着起点向量的变化
，

链的长度也不尽相同
�

易见�

������ 链的长度 � �的充要条件是其起点向量在 ������一 ‘ 。 ��门
�������一 ‘ 。 ��’一 ’

中�

������链的长度 � �的充耍条件是其起点向量在差集�������一 又。��门
����《 �

一 ，。 ��‘一 ’
���

��一��一 “ 。 ��门
�������一 ，。��’�之中

�

注� ������一 又。 ��门
�������一 又。 ��

�
� ���

·

引理 � 记 附 为 ������一 ，。 �厂
’
在 ������一 ‘ 。 ��，中的直和补 ��一 �

，
�

， …， ��
，

则 �������一 “ 。 。门
�������一 又。��

‘一 ’
�” 附

从而 �����
������一 ，。 。自

���、 ��丁一 “ 。 。 ‘一 ’
�

一 �����������一 又。 。 ‘
�一 ����

������一 又。 。 ‘一 ’
�
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证明 对 丫� � ������一 �。 ��自
�������一 “ 。 �户

’ ，

存在 ， 使得 ��一 “ 。 ��
‘一 ’�
一

又 ��一 又。��� � �
，

所以 ��一 又。 ��
’
�� �

，

从而 少 。 ������一 又。 ��
’ �

因 ������一 又。刀
‘ 一 �④ �����丁一 几。 。 ‘一 ’

所以�可唯一地分解为

显然
�� ��一 又。 ��

�一 “ � 刀
， � 任

�
，

吞。
������一 又。 ��

，一 ’

�一 ’�一 ��一 �。 ��
‘一 ’��

作 �������一 又。 ��门
�������一 “ 。

���
’一 ’
�到 才 的映射� �一 �，

可证明此映射是单射
，

是满射
，

且保持线性关系
，

所以这两个线性空间同构
�

定理 �� 可以适当地选取 ” �����一 又。乃的基底作为起点向量构造 ����“ � 链
·

使得这

些 �“ ���” 链的所有 续 �级的向量组成 。 �����一 又。刀
’

的一个基底 ��’ 二
，
�， 二 、

���

证明 记 � 。 � ������一 又。 ��自
�������一 又。 ��

’

��一 �
，
�

， …， � �
�

由定理 �的推论

知 ������一 只。��� � 。 妻 � �� � �》 …妻 �卜 �》 �
，
� ���

记 �
。
为 � ‘

在 � 。一 中的直和补 ��� �
，
�

，

一
， �一 �

， � �， 取 � 。
的一个基底作为起

点向量
�

构造 ������ 链
�

则在这组 �����
� 链中

，
� 级向量的个数为

������一���一 ，。 ��门
������一 �。 ��

’一 ’
�一 �������一��一 ，。 ��’�一 ������一���一 �。 ��’一 ’

�从而

所有 簇 �级的向量的个数为 ����������一 又。
��

’

�
�

然而所有 蕊 �级的向量均在 ������

一 又。 �
’

中且线性无关
，

所以它们组成 �����一 又。�
’

的一个基底
·

定理 �� 记 �。 � ����������一 又。 ��
’

��� �
，

�
，
�

， … ， � �
， �为 又。 的最小重数

，
�

为 又。 的几何重数
�

若 ������一 只。��
�

的一个基底由若干个 �����
�
链的并组成

，

则

① 这些 ������ 链中所有 � �级的向量构成
������一 又。�

’

的一个基底�

② 这些 ������ 链中所有 蕊 �级的向量的个数为 ��� 所有 �级的向量的个数为 �。

一 �卜 ��

③������链的个数为��

④ 长度至少为 �的 �����
” 链的个数为 �。 � �。一 �卜 �� 长度为 �的 �����

“
链的个数

为 ��� �。 一 ��十 二 ��� �
，
�

， ‘
二

， � �
，

�约定 �
。
� �

， � ，十 。 � ��
·

证明 应用定理 �� 的结论
，

按定义可证得① �

依据①及计数知识可得②③④ �

� 构造 ������标准形的新方法

根据以上的分析
，

我们可以得到一个构造 ������ 标准形的新方法
。

山以上的讨论得知
， �
�����一 又。�

『

是满足如下条件的最大子空间�
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�为�的不变子空间
，

且��
，
即�在附上的限制以又

。 为唯一特征值
�

定理 �� 表明
，

可适当地取 ������一 又。�的一个基底构造 ����� �链
，

使得 �����
� 链

之并构成 ������一 又。��
�

的一个基底
，
� 在 �� ������一 又。�

’

上诱导出的线性变换在此

基底下的表示矩阵是如下形式的分块对角阵 �称为属于特征值 又。 的 ������ 块��

���又
。
�

其中�
‘
�凡� ��� �

，
�

， ·，’，

�‘
�又

。
�

�是如下的准对角阵�

、产�

�

�

流户‘
、

�����������
������

��
��

��
���

一一�
�

门�����������
���
���

��
����

�
又

又。

�

孔�厂����
�

��
��

��
�

�����
�

其阶数是某个 ������ 链的长度
，

称其为属于特征值 又。 的一个小 ������ 块
·

由定理 �� 知
，

若不计小 �����
� 块的顺序

，

则上述表示矩阵是唯一的
�

具体地有� 小������块的总个数为�� ����������一 又。 ����

�阶小��
����块的个数为� ‘� ��。 一 �。� �一 �。� ，，

�� �
，
�

， … ， �
·

�其中�
。� �����������一 只。 ��

’

�
，
�� �

，
�

， … ， �
�

�

当数域 � 为复数域时
，

线性变换 � 的特征 �最小�多项式可分解为一次因式幕的乘

积
，

空 间 犷 可分解 为不变子空 间的直和 �定理 �， ��
·

选择 ������一 又。
��

， ������

一 又���
，

一
������一 又� ��的基底分别构造 �� ���� 链

，

就可得到 � 个 �� ����

块 �，，
��

，

一 ��
，

从而 � 的表示矩阵成为

��

�尸

�
��

��
�

���
���

一一�

这就是��
����标准形

。

若不计�����
�
块的次序

，

则������标准形是唯一的
�

对复数域�上的方阵
，

有类似的结论
�
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这样我们就得到了一个求�����
�
标准形的简便方法�

对复数域上的�阶方阵月
，

先计算其特征多项式和特征值�

对每一个特征值
，

求出秩
�“ ����一 又。�

’
�

�使得������一 ，。 ��‘� ’ 一 ������ 一 �。 ��
’
成立的最小的�就是最小重数

��

再求出�
。
��� �

，
�

， …，

��， 据此写出属于此特征值的������块�

���������块写出��
����标准形

�

可以看出
，

用此方法只需要反复求秩 ������一 之。�
’ ·

避免了计算行列式因子
，

不变

因子
，

初等因子等繁琐的计算
�

求秩 �
�����一 又。�

’
可以用初等变换的方法

，

因而可以用

计算机来实现
，

可参考使用软件��』
�
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