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厚壁园筒弹塑性的有限元分析
’

易恒杰 特布雷克

�郑州工学院� �多伦多大学�

滴 要� 为 了更有效地利用材料
，

可 以采取对厚壁 园筒预加压力的方法
�

本文推导出四

种 关于厚壁 园筒弹塑性分析的有限元公式
，

编制 了计算园筒弹塑性应力以及确

定弹塑性交界面 的计算程序
，

并列举出大童实例进行比较和分析
�

关键词� 弹塑性
，

预压力
，

有限元法
。

中图分类号� ����
�

�

厚壁园筒在内压力作用时切 向应力 内。 和径向应力 二�� 在内壁表面上数值最大
，

随着

向外壁靠近
，

应力数值迅速减小见图 �
�

���
。

显然
，

这种应力分布未充分地利用材料
�

通常
、

采用组合园筒可以改善应力分布情况
。

这种情况下
、

两个园筒以过盈配合的方法构

成一体
�

装配压力使内筒受到一个初始压缩的切向应力
、

而外筒受到一个初始拉仲的切向

应力
。

组合园筒在内压作用下的应力应该是上述两种应力的叠加
。

因此
，

这样就降低了内

筒的应力而提高了外筒的应力
，

使整个应力的分布较为合理
。

见图 �
�

���
。

如果在厚壁园筒内预加压力
，

使其在内壁表面产生塑性变形
。

随着内压力的增加
，

塑

性变形区逐渐扩大
，

园筒达到弹塑性状态
。

当卸载后
，

则将在筒壁内留下残余应力
。

在以

后加载使用时
，

和组合厚壁园筒相似
，

山于残余应力的存在
，

同样会改善沿壁厚应力的分

布情况
，

见图 �
�

���
。

承受高压的厚壁园筒有时就采用预加 内压的工艺措施
。

显然
，

确定

弹性和塑性变形区的交界面位置十分重要
�

‘ ��

�

收稿 日期� ����一��一��



第 �期 易恒杰等� 厚壁园筒弹塑性的有限元分析

���

图 � 应力分布 ��� 弹性园筒 ��� 组合弹性园筒 ��� 弹塑性园筒

弹性区

在弹性区内其协调方程和平衡方程分别表示为
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式中各个符号表示常规的意义
。

现在我们利用应力函数
�
满足平衡方程式

�

其
二
定义

以

犷
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一一叮

边界条件为

在��

在
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利用应力 一 一 应变关系

洛
�日」

协禾
�

气
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� 万�

二 ，，
一 ， ‘ 。 。
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·。 。 一

会
��
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为了简化
，

设轴向应力 �
� �

� �
。

此种情况下
，

用 �
表示协调方程式 ��� 为

�� ，，

�

如枪筒其轴向端是开 口 的
。

最后
，
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为了求解方程式 ���
，

使用有限元法
。

对于一个单元坐标
犷� � ‘

到 �� 几
，

伽辽金

法 ���� �������� �������的变分式为

占�
��

， ����

�� 一一不

�

血
、

撇
，
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� 弹性区的有限元模型

为了建立有限元模型
、

首先利用如下的线性函数表示应力函数

����� � ，� � ��

根据单元节点坐标
� �

和 �� 处的节点变量 � �

和 �� 表示 城��如下

���

����一 【

一
，

「」 ���

式中�
，
和�

�
形状函数

�一竺
��一

�一 犷

不 戈不万
一

����

现在把公式 ��� 和 ����代人 ��� 中
，

可以建立如下的单元
‘

刚度
’

矩阵
。

、�产���、
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以上 城
�
�为线性函数 ���式所建立的线性单元模式

。

为了对 比
，

我们利用协调方程

式 ��� 的精确解建立精确单元模式
。

在这种 隋况下
，

设应力函数

�
，

仪���� �
，�� 乙 ����

形状函数则为

�一 ��
�

卜

�

� ���

�
�
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而刚度矩阵为

�·
�

�一

二� �

勺” �� ��一 �
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刁�������������，，，‘

�
��

�
��一 ��

山于方程式 ��� 是齐次的
，

其边界条件仅包括
�，

所以弹性系统刚度方程为
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式中���
‘ 是总刚度矩阵

，

� ���

而式中
�列阵的某些项是给定值

�

� 塑性区

对于塑性区的问题
，

将利用屈雷斯卡准则 ������� ���������
，

其屈服条件如下
口 ，�

一 � 。 。 � �� ����

式中 � 表示最大剪应力的移限值
，

�一 叮��’ ，甘 ��� 再次利用应力函数
“
满足平衡方

程
，

并表示屈服条件式 ����为

�以

��
一 竺� �尤� �

����

为了求解方程式 ����
，

使用有限元法
·

对于单元坐标
�� � ‘

到 护� ��
，

最小二乘

法 ���。 乙����一 ��������
������的变分式为

一 竺十 �尤�’汀�� �
����

血一���
�，‘

卜少几产

�
‘

月
办

首先
，

我们仍然设 � 为线性函数
，

如公式 ���所示
�

形状函数也和公式 ����相同
�

将它们代人泛函式 ���� 中
，

可以计算出如下的刚度矩阵和载荷列阵

����

飞怪������

口之
尸

�

�� 一 �

��

��� 犷

��

一 ��

」����
一一尸

为 了方案 比较
，

下 面建立屈 服条件公式 ���� 精确 的刚度矩阵
�

这个解

����

以 � �
�

�

一 ������
�

现在
，

希望建立两节点单元的模式
，

设
“���� ���一 ������ ����

按照上述的程序
，

推导出精确的刚度矩阵和无荷列阵
�

这些公式和 � 为线性函数所推导出

的公式 �】�� 和 ���� 相同
�

塑性区的系统刚度方程式的形式为

���
。
�
�
�
。 � ���

。 ����

既然刚度矩阵和载荷列阵是精确的
，

所以
，

计算出的节点应力函数
�
也将是精确的

�

但

是
，

在各节点之间
，

任一点的 � 和应力的精确值只能利用公式 ���� 时
，

才能确定
�

利用

插值式 ���所产生的将是近似值
。
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� 实例说明

�
�

� 考虑园筒纯弹性变形
。

设一园筒 内径
�。二�� 单位长

，

外径 �。 � ���单位长
，

离散为

五个等长度单元
，

受内压力 �，� �单位压力
，

外压力 �
。 � �

。

线性的弹性单元和精确的弹

性单元所计算的
�，

��
�

和 ��口数值分别列于表 �和表 �中
�

线性单元的 ���数值是节点的

平均值
。

可以看出� 线性单元计算的结果非常接近于精确单元所产生的
�

表 �
�

弹性分析一线性单元

�一���一���
节点

变量

一������ � 一��
�

���� 一������ 一��
�

����

一�
�

��� � 一�
�

����� 戒�
�

����� 气�
�

�����

一��
�

����

刃
�

�����

�口��
�，� �

�

����� �
�

���� �
�

���� �
�

���� ����� �
�

����

表 �
�

弹性分析一精确单元

�一���一���
节点

变量

一������ 一�
�

��� 一��
�

���� 一��
�

����

一�
�

��� 一习
�

����� 一�
�

����� �习
�

�����

一��
�

����

一�
‘

�����

�
�

���� �
�

���� �
�

���� �
�

���� �
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���� �
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表 �
�

塑性分析

节点变显

�一八曰�一八日刁一���
江 � 一��

�

���� 一��
�

���� 一������ ����

� 一科��� 气】
�

����� 一习 �����

一��
�

����

气】
�

����� �����

口 。 。
� �

�

����� �
�

���� ���� ���� �
�

����

�‘ ��
。 ，‘

� �
�

���� ����� ���� ���� �
�

����

�
�

���

�����

��� 考虑园筒纯塑性变形
。

取材料的最大剪切应力极限值 � 二 一 �单位应力
。

计算结果

列于表 �中
。

如前面所述
，

塑性变形的线性和精确两种单元的刚度方程是相同的
，

所以两

种 单元所获得 的
以 和 。 ��

数值相 同而精 确
。

应力分量 � 。 。
可 以从 � 。 。 � 叮 ，，

一 �� 或

从 六 ��� 计算出
。

对于精确单元
，

两种方法产生相同的结果
。

然而
，

对于线性单元

从 � 。 。 � 内 ��� 所得的数值是常数而近似的
。

��
。 。
�
。 ，，
表示线性单元节点应力

『。 。
的平均

值
。

上述两种情况的计算结果用曲线表示在图 �中
�
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精 确

图 � 应力分布在���弓单性园筒 ���全塑性园筒

确定园筒弹塑性交界面位置
�

在这种情况下
，

我们利用精确的弹性和塑性单元对同

一园筒进行弹塑性分析
�

由于采用精确单元
，

故只需用一个弹性和一个塑性单元
�

设

� � 一���单位应力
，
尸 ‘ � �单位压力

，
尸

。
� �� 首先

，

为了检查园筒是全弹性或全塑性状

态
，

起初采用一个非常小和一个非常大的单元
�

在检查弹性状态时
，

小单元是塑性单元并

接近内表面
，

大单元是弹性单元
�

对于纯塑性状态
，

离散化相反
，

即小单元是弹性单元而

接近外表面
�

根据每单元计算的应力数值检查是否符合屈服条件并改变单元交界点位置
�

经过少许次数迭代后
，

弹塑性区交界点一节点 �的位置被找出 �见表 ��
�

最终的应力分

布清楚地表现在图 �中
�

口 旅
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�

��
图 � 部分塑性化园筒应力分析
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表�
�

弹塑性分析

变变 贡贡 节 点点

������� ��� ���

����� �
�

�������� ��
� ��� �

�

�������� 一。 � ��� �
�

�������� ��� ���

江江江 一 �
�

�������� ��十 ��� 一 �
�

��叨���
� ��

十 ��� �
�

���

口口行行 一 �
�

�������� ��
十 ��� 一 �

�

�������� ��
十 ��� �

�

���

口口���� �
�

�������� ��� ��� �
�

�������� ��
�，， �

�

�������� ������

� 结论

为了对厚壁园筒进行弹塑性分析
，

本文推导出线性和精确的有限元公式
�

通过利用这

些公式确定出园筒受内压力作用下弹塑性区的交界面位置
�

大量实例表明� 线性单元的计

算结果非常接近于精确单元的计算结果
�
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