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一种从时间序列计算高阶系统

正的李雅普诺夫指数的新算法
‘

杨育霞 高金峰 王俊鸽

�郑州工学院计算机系�

摘 要� 本丈提出了一个利用从实际物理系统得到的时间序列计算正的李推普诺夫指数

的新算法
，

并对一个具有非线性负电容的四阶自治 电路进行了实际测试和计

算
�

此算法给人们提供了一种直接判断实际动态系统中
，

是否发生混沌或超混

纯运动的方法
�

关健词� 李推普诺夫指教
、

重构吸引子
、

混沌
、

超混沌

中圈分类号� ����

耍想判别一个四阶以上的高阶物理系统在一定的参数下处于什么运动状态
，

目前最有

效的方法是计算它的李雅普诺夫指数
�

而传统的指数计算方法是对从抽象的电路模型得到

的状态方程确定的相空间来进行的
�

本文提出的算法
，

是直接对一个实际物理系统进行测

试得到的时间序列进行吸引子重构
，

在重构的相空间进行计算的
�

所谓
“

时间序列
” ，

就是在相等的时间间隔下
，

对系统的输出进行采样所得到的一组值

的序列
�

由这样一个时间序列
，

利用吸引子重构技术
，

可从重构的吸引子中
，

获得系统输

出的长期定性特征
，

特别是李雅普诺夫指数
，

从而达到判断系统输出信号性质的目的
�

� 正的李雅普诺夫指数的计算法

新算法的基本思想是� 在重构的相空间吸引子上
，

检验轨道在尽可能小的长度 �面

积�尺度范围的发散程度
�

计算一个正的李雅普诺夫指数 又�可以判断系统是否发生混沌

运动
，

进一步计算 又��八
，

可以判断四阶以上动态系统中是否发生超混沌运动
�

需耍说明

的是
，

该算法是在假定系统具有至少一个正的李雅普诺夫指数前提下提出的
�

�
�

� 计算 又�的固定进化时间算法

给出一个时间序列
，

利用坐标延迟
，

可以重构一个 � 阶吸引子 �� 一般取等于系统

的阶数 �
，

即重构吸引子的点山 �����
，
���� �

，
���十 ���

， ……�，� �� 一 ��劝�给出
�

其

中 七是延迟时间
。

�
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图� 计算又
�

的轨线进化和替换过程

设初始点为不���
。
�二 ����

。
�
，
���

。 � ��
， ……���

。 � �� 一 ��一 ，��
，

选择从 ���。�点出

的轨线为基瑙轨线
，

如图 �所示
�

首先观察从离��，。�点最近的 � 点出发的相邻轨线与

准轨线之间的离散程度
·

���。 �点与 � 点之间的距离长度为 侧�。�， 经过一个进化时

山 后
，

基准轨线进化到 �����点
·

相邻轨线进化到 � 点
·

两轨线之间离散程度由 � 点

�

发�墓
·‘

志同

拘���
�
�点的距离长度 �，���

��一般为 �’ ��七
�� 与初始距离长度 ���。�〔一般为 �’ ��卜 �

��

之比来表征
�

在进人下一步进化之前
，

先进行归一化处理
，

即在与原相轨线相同的方向

上
，

由紧靠基准点 �����的 �点代替原来的 。 点
，

这就是所谓的替换过程
�

新替换点 �应

满足两个条件� ���它离基准轨线上的 �����点之间的距离 乙��
�
��一般为 乙��

。
�� 应

康�，�，
�
�刁

、 ，

且在所限定的范围内达到最小� ��� 。 点到 ��，，
�点的方向与 �点到��，��

点的方向之间的夹角 �，
应小于所规定的范围

�

每进行一步进化和替换
，

利用下式川 计

奔、 ��

� 二
� �

乙，��‘

�
�

流� “ 二

一
目

一丁� 乙 ����
，

二
一

二二�
，材 一 ， 。 卜 � 一 ‘ �止龙一 ，少

���

此过程反复进行下去
，

直到基准轨线全部进化完或指数 又，
收敛

�

���式中
，

� 是进

化的步数
·

在此算法中
，

进化时间 △�一 ��一 �卜 �
保持定值

�

程序框图见图 ��

，� 计算又
�� 又�鲍固定进化时间算法

文献 川 给出一个弯进化时间的算法
，

但选择进化时间及替换点的工作很复杂
。

而我

们提出的新算法
，

是在计算 只，
的基础上

，

提出的固定进化时间算法
�

从而避免了烦琐地

进化时间的选择过程
�

此算法的计算过程如图 �所示
�

首先
，

在重构的相空间吸引子上选择点 。 ��
。
�

一 于��，
。�

， ��，
。 � �

�
， ……��，

。 � ��一 �����
，

并把从 ��，
。
�点出发
瓶

线作为基准轨线
�

在点呻
。
�附近选择一对点���

。
�

、 。��
。
�分别以它们为出发点形成另两条进化的轨线

�



第 �期 杨万霞等� 一种从时间序列计算高阶系统正的李雅普诺夫指数的新算法

对乙画不鱼而五丽万了

据文件读皿时间序 二到迸�劝

���尹�� 重构吸引子 �毯
，

��

点夏派的点吸两点距离 以忿，�兰竺 处以

条软线同时进化 � 二 � � �
，

计算乙

计算

而
， �一

击 艺币�
��

�
‘

�
�
�

����
二 � �、

寻找替换点
，

使其与基准线的第 �点的距离在���

和 �伏的范围内为最小
，

记为 �����

及
�‘
�与 �

‘

��。 �的夹角 ��万

�
口� 。 � 弧度 一洲尸洲

刀一 �

对�� 呼 �
�

沉 材��

��� ‘ ��� � △ �
� �

�� � � ����
万

�

沁泛梦

���

� �

���
�
�· �

，

�，��

图� 计算又
，

的程序框图

� �� ��，��

���
。 � ��，� 基准轨线

图� 计算又
�� 又�的轨线进化和替换过程

经过一个进化时间 �� 后
，

最初的三个点 ���。
�

、

���。 �
、 “��

。
�分别沿着各自的进化轨线到
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达 �，����
、

�
‘
�，

�
�

、
�‘
�，

�
�

·

分别计算以点 ���
。
�

、

���。�
、
���

。
�为顶点所构成的三角形的面

积价�
‘ 。 �和以点 � ‘

�‘
，
�

、

�
‘
�‘

，
�

、
�，�‘ ，

�为顶点所构成的三角形的面积 刀‘
�‘

，
�
·

显然
，
才‘
�‘

，
�

与 河��
。
�的比值表征了以 ���。�� ���

。
�

、 “ ��
。
�为出发点的三条轨线在进化 山 时间内的分

离程度
�

在进人下一步进化之前
，

先进行替换
·

即在基准轨线的 。 ’
��

�
�点附近选择两

点 ���
�
�和 ���

�
�

，

选取原则同 �
�

�节所述
，

且两点不能重合
�

以 �，
��

�
�

、

�
‘
��

�
�

、
� ‘
��

�
�为

顶点所构成的面积为 戒���
�

然后分别以这三点作为三条轨线的新起点进行下一步进化过

程
�

每走一步这样的替换和进化
，

可利用下式川 计算 又，� 又��

抽人么敬扮户����， ���
、

丽夏了
、

甲对才亘二直里

时间序到��理�

重构吸勇子多《几刀

初始点尹了了最近点�” �界七里创�兰丝些止

毋卜 �些生一毛塑
�月 · �袒里

��一赶工月
刀乃 一 ���

�二对
，�

计算 滩�‘ ，�· 寸��� 二 �召
�

万�一夕少�邓 一 ��，

其中 �一 ���
， � ��� � �，��� �

三条轨线同时进化 △ �
时间

令 � · � � �
，

并计算 � ��
月

计算 孟， � 之� �
�

‘甘 一 ，。 各“
���

而士污

寻找替换点 ���
�

���
�

且使二点不重合

��� 一 ��� � △ �

�万� 一 ���

图�

一
五丝卫 �

� 之�的程序框图

礼十 凡�
荟

�， � �

月
‘
�‘
�
�

�

乙 �，��
，
屯�二�一丈�

‘ 月 、，卜 一�
���

此过程反复进行下去
，

直到墓准轨线全部进化完或指数 滋�� 通� 收敛
·

式 ���
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中 才‘
��

。
�为山点

� ，

�，
，
�

、

�
，
��

七
�

、
�，
��

。
�为顶点所构成的三角形的面积� ���卜

�
�为山

点 ���卜
�
�� ���，一�

、 “ ��卜
�

�为顶点所构成的三角形的面积
·

在此算法中
，

进化时间 △�
� ��一 �卜

，
保持定值

·

程序框图见图 �
。

� 计算结果

用上述的算法
，

对文献 ���提出的四阶自治电路
，

即图 �所示具有非线性负电容的

四阶自治电路进行测试计算
。

图 ���� 中
，

子电路 � ，
对应于一个负电阻

，
� �
对应于

图 ����所示的分段线性荷控电容
，

电路中的固定参数如图中所标示
，
� 作为分岔参数

�

当 � ���。 时
，

山文献 【��所提供的混沌信号采集和处理系统测取 � 亡�’

得到一个时间序

列
�

采样时间间隔为 ��
一 ‘
秒

，

数据个数 �尸� ��’���
�

一 一 一 一 一 一 一 一 �
一

不
�

一�
只

�

毛
尸��、尸

�

哆
‘

�尸材、洲八�冶””、��到���曰��、三，
�

尸
‘︹�工卜卜�卜引卜�曰��

������������

��
�����

�
，�����，

�
�

�万

���

�甘

�
�

��召� �
�

��

���

� � � 一 �

������
��‘��

��
������������，‘��������‘���

朦仁一

���线路图 ����
�
的叮� �特性

图� 具有非线性负电容的四阶白治电路的实验线路图

为计算 又�和 又�
，

必须慎重考虑重构吸引子的延迟时间 �和进化时间 山
·

山于各种物理系统的混沌运动错综复杂
，

各有特点
，

所以对于 �的选择没有一个统

一固定规则
�

对图 �的电路
，

经过反复比较得知
，

当 �� �
�

�� ��
一 ’
秒时

，

重构吸引子局

限在细长的对角线位置
，

当 �� �
�

�、 ��
一 ‘
秒时

，

原吸引子的拓扑结构消失
，

只有当 �

在 �� ��一 ’一 �
�

�、 ��
一 ‘
秒范围内时

，

重构吸引子保留了原吸引子的几何结构和拓扑特

征
。

图 � ��� 是原始吸引子
，

图 � ��� 、 ��’� 是 �取不同值时的几个重构吸引子
�

所

以
，

对图 �的电路
，

我们取 � � �。 一 ‘
秒作为重构吸引子的延迟时间

�

进化时间 △�的大小 �

直接关系到计算过程的替换次数
�

如果替换次数太多
，

将会导

致严重丧失相空间取向
。

如果替换次数太少
，

将使相邻轨线之间离散程度严重或出现折

叠
，

从而失去必耍的信息
�

所以
， △�若选择得当 ，

可以使相邻轨线的发散程度控制在一

定范围内
，

同时也可尽最避免折叠现象的发生
。

对图 �的电路
，

经过反复筛选
，

我们
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取
一

山 ��、 �。 一 ‘
秒作为进化时间

。

、�乙

八八峨峨

����� � �

���原始吸弓�
一』

����� �

��� �一 �
�

�、 ��
一 ’
秒时的重构吸引子

����� � �

�、
���

妙
，�

澎
�����

��� 仁 ��
一 ‘
秒时的重构吸引子 �内 �一 ���、 ��

一 ‘
秒时的重构吸引子

图� 重构吸引子延迟时间
�的选择

对于测试得到的时间序列
，

利用上述算法和选择的参数
，

经过计算
，

得到 � 又、

‘ �
�

���
，

又� ‘ �
�

���
·

山于计算得到了两个正的李雅普诺夫指数
，

故可判断出此电路在分

岔参数 � ，��� 时出现了超混沌振荡
。

这和文献 ���中用传统的指数计算方法得到的结果

在定性上是一致的
。

总之
，

从一个时间序列计算高阶系统正的李雅普诺夫指数的新算法
，

给人们提供了一

种直接判断实际动态系统的动态特性的方法
。

而且
，

山于此算法中的进化时间是固定的
，

从而使计算过程更简便实用
�
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