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用分区混合有限元法求解

界面裂缝的缝端应力强度因子
’

周鸿钧 段云岭
� �

�郑州工学院水利系�

摘 要� 分区混合有限无法 �简称混合法�‘，么��是解决复杂工程结构裂缝问题的有效方法

之一 目前主要用于均质材料中的裂缝问题
�

本文将混合法推广应用到界面裂缝之

中
，

不仅扩大了混合法的应用范围
，

也较满意地解决了界面裂缝的复杂计算问题
�

关键词 � 分区混合有限元
，

界面裂缝
，

应力强度因子
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工程结构中经常要遇到两种介质材料交界面上的裂缝问题
，

例如水利工程中水坝与基

础交界面上的裂缝
�

通常是将这种裂缝近似地视为均质材料中的裂缝来考虑
，

不能考虑材

料特性的差异对裂缝的影响
。

若假定两种介质材料均为各向同性的线弹性体时
，

交界面上

的裂缝就简化为界面裂缝
�

目前关于界面裂缝问题的研究尚少
，

文献 “ ，
�

，
�〕 给出的

界面裂缝缝端应力强度因子的几种求解方法
，

计算或实验的工作量相当大
，

而且不能直接

得出缝端应力强度因子
�

我们尝试用分区混合有限元法来求解界面裂缝问题
，

不仅扩大了

混合法的应用
，

对界面裂缝问题也初步取得了比较满意的结果
�

以图 �所示的三点弯曲界面裂缝试件为例
，

试件由两种介质材料组成
，

以 �
轴为界

面
，

裂缝位于界面上
，

因材料不对称
，

须按整体考虑
。

网格划分形式如图 �所示
�

将整个

试件分为两个区
，

每个区内均包含有两种介质材料
。
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图 � 三点弯曲裂缝梁 图 � 网格形式

余能区 � 缝端附近的区域
，

采用半径为 � 的园形应力型奇异元
，

以应力作为变分 自

变量
，

应力强度因子 � �
、

� ��为基本未知量
，

势能区 � 奇异元以外的区域
，

采用八节点位移型等参元
，

以位移为变分 自变量
，

结点
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位移于。 冬为基本未知量
�

基本未知量 � �
、
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苦。 �由分区变分原理的能量泛函 二 的驻值

条件确定
�

� 基本方程

分区混合总能量采用二类变量的棍合能量泛函 �’刃 �
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式中 二。
是势能区的总势能

， 二 。

是余能区的总余能
，

万沐是两区交界线 �上的附加能

量
�

�
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� 势能区的总能 气�

由通常的有限元位移法可知
，

势能区的总势能 �，
可由结点位移抽冬表示为
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式中 〔� �〕 是势能区的刚度矩阵
，

���是势能区的结点荷载向量
， � 是势能区的结点

个数
�

�� 余能区的总余能 凡

在本问题中
，

余能区的总能量等于奇异单元的应变余能�

二 。
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，
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式中 。 �
是交界线 � 上常规单元的结点个数

， 。

丁
、 。
�是 � 上结点 ‘ 的位移分

量
，

� ‘
���是形状函数

，

表示交界线 �上结点 �沿某一坐标方向发生单位位移时
，
�上其

它结点沿同一方向所引起的位移涵数
，

可由常规单元 �等参元�的形状函数 �
‘
推求

。

对于图�所示的八结点等参元
，
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�
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如图 �所示
，

位于交界线 � 上每个常规单元
，

只有结点 �
，
�

，
�位于 �上

，

此三点

的形状函数 �扩与 �上的 �����有下述关系 � 对于单元的中间结点如结点 ��
，

�����可由�犷
经坐标转换得到� 对于两单元的公关结点如结点 ���一��

，
�����是分段连续的

，

分别由 �

单元的�孟和 ��一�� 单元的 ��经坐标变换后得到
�

其坐标转换就是将单元的局部坐标

转化为整体坐标 �极坐标�
，

由此可得�
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式 ���� 即为仅含有结点位移�。 �未知量的基本方程组
�

由此方程组和式 ���� 可以看出
，

只要将通常的有限元的刚度矩阵的前 �� �� ��
�
阶

子阵引人断裂参数进行修改即可得到反映断裂特性的刚度矩阵
，

按常规的线性方程组的解

法求解出结点位移抽�后
，

即可由式 ����
、

���� 求解出应力强度因子 � �
、

��
�

� 界面裂缝的计算分析

计算试件如图 �所示
，

取 � 二 �
，

� � �
，
�� �

，
�� �

， �二 ���
，

弹性模量按
�
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，
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，
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，
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， … ��
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为简便计
，

取

�，二 ��二 �
�

� �石膏试件�
，

按平面应变问题考虑
·

计算结果如图 �
，

可以看出�

�
�

� 界面裂缝的应力强度因子
，

仅与两种介质材料的弹性模量的相对值有关
，

与各 自的

绝对大小无关
�

�
�

� 由于两种介质材料的弹性模量不同
，

使得交界面上产生了剪力作用
，

从而对于纯工

型荷载也产生了��型应力强度因子
�

在交界面上
，

弹性模量大的一方对小的一方相当于附

加了约束
，

阻止了该方向上的变形继续增大
。

�
�

� 应力强度因子 � �
、

� �随着两种介质材料的弹性模量比的增大而增大
，

但增大的速

度不同
�

在 ���
，�����

�

�区间
，
� �增大的速度优于 � �的速度� 而在 �
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����《 ��

区间
，

� �的增大速度优于 � �的增大速度
�

��� 当弹性模量之比 �� ���在 �一 �区间内变化时
，

���一 �
����曲线较陡

，

说明 � �受

弹模化的影响较大 � �����大于 �以后
，

曲线逐渐减缓
，
�����对 � �的影响随着

�，���增大而逐渐减小� 当 �、 ���� �以后
，

曲线接近水平
，
�，���的继续增大

，

对 � �

不再产生显著的影响
�

从 ���一�
，���曲线可以看出

、 �����在 �一 �之间变化时
，

曲线较陡
，

说明在这区
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图 � 应力强度因子随 �����变化曲线

间内 � ��受弹模比影响较大� 之后
，

曲线略有减缓但不太明显
�

可见 �����对 ���的影响

一直都较大
�

如果将界面裂缝的缝端应力强度因子相对于均质材料裂缝 �也即 ������ �时�的应

力强度因子的增加部分定义为附加应力强度因子
，

则附加应力强度因子随两介质材料的弹

模比变化
，

图 �中的曲线经过适当的坐标平移后即为附加应力强度因子的变化曲线
，

对比

曲线进行回归分析
，

可得近似计算公式
�

� ��附 一 �
·

���������
���� 一 �

·

������ �
·

������

� � �附 一 �
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此组近似公式与上述计算点的相关系数为�������和�������
�

界面裂缝的缝端应力强度因子可以用附加应力强度因子表示为�

� �� 二 � ‘� � ���附

��� �
，
���

式中�
‘� 是按均质材料中的裂缝计算方法得出的缝端应力强度因子

�

����

利用式 ����
、

���� 可以简单地对三点弯曲界面裂缝试件进行近似计算
，

而不必进行

复杂的界面裂缝计算
。
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文献 〔�� 用激光散斑照相的实验方法对三点弯曲界面裂缝试件进行了实验研究
，

将

本文的计算结果化成与文献 〔�〕 的相同形式
，

一并绘于图 �
，

由图 �可以看出
，

计算结
果写实验结果具有很好的一致性

，

其最大相对误差为一�
�

��
，

最小为 �����
，

计算结果和

实验结果得以相互印证
�

�

一一一一

计算值

�一���

图 � 实验结果与计算结果比较

� 结 语

分区混合有限元法在均质材料裂缝问题中已得到较广泛的应用
，

本文将其推广应用到

界面裂缝之中
，

进一步扩大了混合法的应用范围
，

并且初步解决了界面裂缝的复杂计算问

题
，

得出了一些有益的结论
�

�
�

� 界面裂缝的缝端应力强度因子仅与两种介质材料的弹性模量的相对大小有关
，

与其

绝对大小无关
�

�
�

� 由于两种介质材料的弹性模量的差异
，

使材料不连续处也产生了应力集中现象
�

对

于纯 �型荷载的裂缝问题也产生了��型应力强度因子
，

即在界面上产生了剪切效应
�

这个

剪切效应随着材料特性的差异增大而增大
，

一般的均质材料中的裂缝计算方法不能够反映

出这个剪切效应
�

本文试图用附加应力强度因子的概念来近似地反映这个效应
�

�
�

� 当两种介质材料的弹按比在 �一 �之间变化时
，

界面裂缝的缝端应力强度因子变化很

大
，

一般工程结构中复合材料的弹性模量的差异大多在此范围
，

所以对复合材料中的裂缝

进行断裂分析时
，

应重视弹模的差异
�
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注 � 括号内的数值表示计算顺序
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