
第��卷
����年

第�期
�� 月

郑 州 工 学 院 学 报
������� �� ��������� �������� ����比������

���
。

��

���
�

��
一

�

����

空间角投影规律性的研究
’

孙伯鲁
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摘 要 � 本文是文献���的续篇
�

专门研究
·
线线型

’
空间角的投影规律

、

定量变换的自动

定位及其 �
�

等分角线投影的确定等问题
�

文中通过对该类型空间角的组成形式

进行统计分类
，

确立 了适用于所有组合形式的几何模型
，

完善了当前广泛使用

的
、

建立在某种特定条件下的空间角及其正投影间的函数关系表达式
，

并揭示

了它们之间的内在规律
�

除可静态地解决空间角的计算外
，

还可动态地研究空

间角定金变换 �包含一般位里非直角投影存真�的自动定位
，

并首次提出了解

决角度 尹 等分角线投影的数学表达式
�

关键词 � 空间角
，

投影规律性
，

定�变换
，

等分角线

中国图书分类号�

所有不在投影面上的几何元素 �直线
、

平面�形成的有关角度
，

与其投影间具有空间

关系
，

称之为空间角度
�

根据它的组成特点
，

可以分为三个类型 �

�
�

以单一直线或平面与投影面间所形成角度为基础的简单型 � 所形成的角度表现为对投

影面的倾角和对投影轴的投影角
、

迹线角�

�
�

以线面从属关系为基础的线面型 � 在文献【��中已作了详述�

�
�

以相交两直线间关系为基础的线线型 � 为本文讨论的主题
�

所形成的夹角简称为空间

角
�

空间角的投影不同于直线段
，

它可能大于等于或小于角本身
，

内在关系比较复杂
，

加

上空间关系的千变万化
，

给根据投影判断它的空间情况
、

解决度量和定位问题带来很大困

难
�

为此
，

迫切需要解决空间角投影的规律性问题
�

同行学者对此进行了不少有益的探

讨
�

笔者在前人工作的基础上
，

建立了包容所有可能存在的空间情况的通用几何模型 � 完

善了广泛使用的数学表达式
�

为全面揭示空间角投影的内在规律
，

提供了数学依据
�

在此

基础上
，

较全面
、

系统地解决了画法几何学中关于角度投影的一些深层间题
，

如空间角的

定量变换
，

非直角投影存真及角度 ��等分角线投影的确定等
�

更具重要意义的是为使用

计算机作研究工具创造了条件
，

使问题的解决
，

实现了 自动化一

�
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文中所得结论均经计算机运算或自动绘图检验
，

证明了其正确性和通用性
，

在图学理

论和工程技术中有一定的实用价值
�

� 几何模型及通用函数关系

由于组成空间角的每条直线在空间可能有四种不同的走向 〔 ’从 故两条直线间共有

��
、 ��

一 ��种不同的组合形式
�

抽出其共性
，

可将它们归属为四个基本组合类型
�

它们

分别是 � 同型同向
、

同型反向
、

反型反向和反型同向
，

见表 �
�

同一种组合类型
，

遵循相

同函数关系的制约
�

分别用系数 �
、

�表示其特征
�

现以反型同向组合关系为例
，

讨论有关参数间的内在函数关系

图�

、
�
户、尸�，皿�

了�、�了、

�
�

� 空间角与夹角边参数间的函数关系

参看图 �
�

设 �

�一两直线 ��
、

��组成的空间角�

�厂�的 � 投影�

��一�的 � 投影�

气
、

气一两直线对 � 面的倾角�

几
、

凡一两直线对 � 面的倾角�

��
、

�� 为一个单位长度
�

�� 由余弦定理
�

��� 一 �� � � ��� 一 ���
·
��

· ����

，�’ �� 、

��为一个单位长度
�

… ��� � � �一
�����

同理
，

在�投影中有�

一

� � � �

�� � ��� 区
�

� ��� 区 ‘
一 �

� ���优一 ��级
� ， ���日

��

一 一 � 一 一

一
’

�� � � � 一 �� �一 � ，�一� 甲��甘 �

、户�、产�凡��
了�、了�、

�� 由实长与投影关系 �

��， 一 ��’ � △�几，� ��一 ����� 一 ��， � △�几
△�石” ��� “ 。

� ��� “ 、 �

���

����� 。 ·
��� “ 、

��将 ���
、

���式代人
、�、，产�
戈︸了�

�了、了、����二 �����
’ ���“ 。

· ���“ �

并化简
，

可得�

一 ���优一
���“ ‘

同理
，

可推出 ����� ����
� · ���口

。 · ��明 、 一 ���口二 ���刀、

�� 由于系数�
、

�与组合形式有关
，

将它们引人公式 ���
、

��� 后
，

便可得出适用

于所有组合类型的通用关系式�

、�矛�、��，声�︸
了�气�吸了
、����� ������

� ���“ � � ���“ 、
� �

· ��� “
‘ � � � �

一 ��� “ �

和 � ����二 ����
， · ���声

。 · ��明
� � �

·
���刀二 ���尹

�

�
，
�分别取�或 一 �

�

各种组合形式的�
，
�值见表�

�
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�
�

� 空间角与所在平面参数间的函数关系

两夹角边可以确定一个平面
，

设 � ��一平面对 � 面的倾角

角

则△��� 的面积

刀
�
一平面对 � 面的倾

△ 一
里��

�

��
� ，��。 ， △ 一

里
��� 。

� �

在�投影中△���的面积
△ � 一

盖
��

·

��
· �‘·“ � ， △ ， 一

圣
·��… 。 ����

一�
�。 ，

而 △ � 二 △ ’

��沁
�

�
· ‘ ·

互“��“ �

整理可得
�

� 。 �，二 ���
一里

� ��� 。 � 。 ���

� �� �

����
· ��级

����� 二 ���
���仪 � ���仪

同理
� ����

，
�

����
· ���刀

。

���吞
。 · ���口，

����

各公式均适用于夹角边不为单位长度时
。

�
�

� 分析和讨论

由 ���式可以看出
，

空间角 ���与其投影 ����之间的函数关系与夹角边的空间

位置 �倾角�
、

组合形式 �系数 �
，

�� 和角性 �锐
、

钝�等有关
�

��� 式与 ��� 式是对

偶的
，

锐角与钝角互补
，

各种情况下推出的结论均可推广
�

直角中属直角投影定理范畴

者
，

此处不另讨论
�

现以 ��� 式等为例
，

分析夹角的一边或两边处于某特定位置时
，

其投影的规律性
�

�
�

�
�

� 当夹角之一边平行于投影面时
，

如� 二

一 。则 ��� 式成为
�

����二 �����
· ���“ 、 ·

，�‘

�� ���“ 、 � �

厂
�

当�� �� 时 � �� ��

而当�� �� 时
，

则�� �
�

�
·

� 当夹角之一边为其所在平面的最大斜度线时
，

如 “

一
二 ，，

则代人 ��� 式可

得 �

当�� ��

����� � �������铭

时
，

则 。 � �，
当�� �� 时

，

���口� 日�

�
�

� 当夹角之两边同名倾角相等时
，

如 � “
一 气

���若 “
一

二 、 转 �

由 ���式可得 � ��，�一 ����， · ���，��
� �

· ���，� �

即 ����一 ����。 � ��� ’ 二 �

�卜
����。

�
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当� � �
，

则� 一 ����， � � �� ��

当� � 一 �
，

则� 一 ����， 《 � �李 ��

如 �一 ��则 �一 ����， � � 争 ����， 一 �

由于�一 士 �
�

所以
，

如果�一 �
� ，

则����
。 一 士 �

�

即 �二 �， 一 � 或 ���
�

因此

可得出结论 � 当夹角两边有不为零的相等同名倾角时
，

除非 �为平角或零度外
，

在相应投

影面上的投影一般不等于角本身
�

���若
二

一
二 、 一 �

代人 ���式可得 ���� 一 ����
� ，

即众所周知的反映实形的情况
�

�
�

�
�

� 当角度�� �� 而夹角边无任何特征时
，

则由式 ��� 可得 �

����� 一 一 �
’
��优

� ‘
��仪 �

若 �一 � 则 �， � �� �一 一 �则 �� � ��

即在一般情况下
，

直角的投影可为锐角或钝角
，

视两夹角边的组合型式而定
，

见表

�
�

�
�

� 其它情况下
，

角度投影的定义域
，

分别按锐角
、

钝角和直角三种情况
�

列成表

�
，

供讨论分析其规律性时参考
�

表 �中角度投影的定义域有两个类型 �

�� 与角本身的对比关系是确定的
�

或大于
、

或小于
，

如锐角中的 �一�
、

�一�等
，

�� 与角本身的对 比关系不确定
，

可能大于
、

等于或小于
�

如锐角中的 �一�
、

�一么

钝角中的����
、

�一�等
�

共有六种情况
�

� 空间角的定量变换

�
�

� 概述

定量变换系指将 已知空间角投影成予定值的变换
�

当予定值等于角本身
，

成为投影存

真的变换
�

根据角度投影定理 〔�〕 � “

任意角度都可作为给定角度的正投影一证明了定量变换的可

能性
�

但要准确地确定给定角度的大小与空间位置的对应关系
，

却 比较困难
�

为此
，

从

�� 年代起
，

国内外学者纷纷用图解和解析法去探求答案���
、

【��
、

���
，

终因图解和计算繁

难
，

空间关系复杂
，

所得效果均不理想
�

在建立了通用数学模型的基础上
，

并辅以计算机作为工具
，

则这一繁难问题的解决变

得非常容易
�

如上所述
，

当已知空间角的位置
，

可由 ��� 或 ��� 式求得其大小
�

反之
，

作为它的逆问题
，

已知空间角的大小及不完善的位置条件
，

也可由 ��� 或 ��� 式进行准

确的定位
�

由于可以计算机为工具
，

这一工作可以自动进行
，

使得对空间角进行定量变换

成为现实
，

展现了丰富的理论和实际内涵
�
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表 �� 一般情况下角度投影的定义域

序序 号号 组合类型型 图 例例 角投影的定义域
‘‘

������������
���

������ ��兜
���

����� �一��� 同同 �� ��� ���

兜
’ 》 ��裔��� 不存在在型型型型型型型型型型型 ����������������� 此种组合合

�����一��� 同
���

�一 ���

番
‘‘

��
‘ 》
���

�����

向向向向向向向向向

����� �一��� 同同 �二 ���
，，

�
是
��� �

，����
型型型型型型

� ，

人，�������
反反反反反反 ’

阵
‘‘‘‘

向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向

�����一����� �� 一��� �

瞬
、、 ‘ ���� �� � ���

����� �一��� 反反 �二 一���

番番
�

，
���� ���口口

型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型

�����一��� 反反 �二 �����

曦
。。 �� � 口口

向向向向向向向向向

����� �一��� 反反 ��一���
，

人艺艺 ���
。
羞

，， �
，
����

型型型型型型 ’

尸哭
�

，，

���口口
口�二�口口口

同同同同同同同同
， 口尸尸尸

向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向向

�����一����� ��一���
�

��了
‘‘

气� ���

嵘
，， �� ����

�����������

又之之之之之

�
�

� 定量变换的数学关系式

�
�

�
�

� 定量变换予定值的有解范围
�

予定值不是可以随意指定的
�

由表 �可以看出
，

它必须在角度投影的定义域内
，

才可

能有解
�

当进行投影存真的定量变换时
，

有解范围更窄
，

只能在角度投影定义域为不确定

的六种情况下才
一

可能有解
�

所以
，

在定量变换前
，

应正确的给定予定值
，

否则将无解
�
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�
�

�
�

� 数学关系式的推导

由于定量变换的求解
，

是以基本关系式 ���
、

���为基础
，

所以它的数学关系式是由

���
、

��� 式派生而来
�

已知条件 � 在���
、

���两式中
，

只需给出包含空间角 �及角投影的大小等三个条件
�

在进行定量变换时
，

已知条件通常以投影形式给出
，

如图 ����中的实线所示
�

�� 定边 �� 的两投影�

�� 待定边 �� 的一个投影
，

它与定边的一个投影应形成予定值
�

如图 � ��� 中给出

了 �’�’ ，

匕�’ �’ ‘为空间角 �在 � 投影中的予定值�

�� 空间角 �的大小
�

上述给定条件分别为 �
、

�
，

和 气
、

几
�

将相关
���口� ����

， · ���口
。 · ���口、 � �

· ���口
�

经平方
、

化简整理
，

可得 �

����
’ �

· ���’刀
�
� ��� ’

刀
�

�
· ���’刀

、 一 �����
·

一 ��� ’
刀

�

�一 �

兜兴箫
，

则得 ’

����
， · ���刀二

���口
、 � ����

��

显然
，

上式为以 ��叨
�为变量的一元二次方程式

，

它是在 �

����

投影中进行定量变换的

基本方程式
，

一般有两解
�

因待定边的一个投影已经指定
，

故在投影图中也是两解
�

如图

� ���中两条虚线 ��
、

���及图 � ���中的 �
、

��两点所示
�

目�
争气 自�

�一毛 孙

���单位� 度

图 �
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表 ��

������� 气气 人人
����� “ ���

���
’’

����� ���
’’

��
�

�������

������� ��
�

�������

同理
，

可由���式推出与����式对偶的基本方程式
，

用于在 � 投影上进行定量变换�

����
’ �

· ���’ 二 �

� ��� ’ � �

�
· ���’ 二 。 一 加���

· ����， · ����
二

��沁 、 � ����，�

一 ��� ，� �

�一 � ����

�
�

�
�

� 定量变换的特殊情况一投影存真 �及映实形�

两边均处于无任何特征的位置时
，

其一个投影可能反映真实大小
�

若使在万 投影中

存真
，

则有 �� � �
，

用 ����式可进行定量求解
�

若使在 � 投影中存真
，

则有 �
，
� �

，

用

���� 式进行定量求解
�

将它们分别代人对应公式中
，

便可得到一般位置非直角投影存真

的定位数学关系式� 在 � 投影存真时有 �

����
’ �

· ����二 �
� ��� ��

�

�
· ������ 一 ������

· ����
二

���二 � � ������一 ��� �二
�

�一 。 �一��

在 犷投影中存真有 � ����，�
· ���’口

�

� ��� ’
口

�

�
· ���，刀

、 一 ����’ �
· ���口二

���口
�

� ����
，�一 ��� ，

刀
�

�一 � �一��

�
�

� 定量变换的自动图解和动态显示

定量变换中待定边的定位
，

除可用上述公式解析计算外
，

还可利用函数关系曲线
，

进

行图解和显示其变化态势
�

所依据原理是 � 令待定边的未知投影角作 。 ’

至 ���
‘

的连续变化
，

描绘出 。 与变化的

投影角间的函数关系曲线
，

参看图 ����
�

利用轨迹扫描法
，

动态显示图解过程
，

并可直观

地展现出有解范围
�

有解数量和答案的准确定位
�

如果将����
、

����式的计算结果画人图

中
，

则与图解结果完全吻合
�

图 ����为据此原理画出的 �一人 曲线和在曲线上进行 � 投影

中存真��
，
二 ��的图解定位过程

�

有关定量变换的一系列间题
，

均可在图中分析和研究
�

� 空间角 �� 等分角线投影的确定

空间角 �� 等分角线的投影
，

一般情况下
，

不是角度投影的 �� 等分角线
�

用图解法求解
，

过程十分复杂
，

且精度很低
�

本文在利用空间角投影规律性的结论的基础

上
，

建立了简便的数学表达式
，

并在计算机上经

过运行验证
，

确认了结论的正确性
�

�
�

�数学关系式的建立

参看图 �
�

设 己知△��� 及角 �的分角线

�� 的两投影
�

由分角线定理
�

吧
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���优

�勺”

��

��

���住
代人����式�

��
’ ���以 。

��
一 ��极

����

设在 � 投影中
，

过�作�� ����
，

�】�

��

��
·

���】

��

分角线的投影 �� 将 �，
划分为 � 、 、

��
两部分

�

交��延长线于�
，

则在△���中，

有

代人 ����式得�

��桩卜 ���戊

��
· ���优

争 ��� ��
。 ��一一生

���“ �
����

丝��丝��

在△���中 ，

作�������
，

则有

��
· ����一 ��

· ���� �

代人 ����式
，

整理 �

����

����

���优

���“ �
����

���仪

��翎�

二 ‘ 将�
� 一 �� 一 � �

代人上式�

�����
， 一 � ，

�

���� �

同理可推出

����

�，

多

�����

�
��

�
一 ����� 二 �钾 ���

�����

� � �����
����

���
� � ����

����

式中 。 二 ���刀
。
���叨 、

如果将乙��� 连续等分
，

便可求出其 �瓜等分角线的投影
，

图 �中 ��为艺���二等

分角线的投影
�

表 ��

������� 召��� 口���

����� ���� ����

����� ����� ���
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城日‘ ��

图 � 单位� 度

由式 ���� 可以看出�

��当。 。
二 � 、

时
，

则。 一 �
，

� ，� �
� ·

即
，

当夹角两边同名倾角相等时
，

投影的分角线是分角线的投影
�

�� 当� �
护 � 、

时
， ‘ 笋 �

若
�� � 则 。 。

� “ 、 ，
�� � � �

�� � 则 “ �
� ��，

�� � � �

即
，

一般情况下
，

投影的分角线靠近倾角小的一边
�

为了直观说明这一现象
，

画出 �
�一��

关系曲线
，

见图 �
�

图中为 。 � �时的情况
�

此

时 ��
永����

求解分角线投影数学表达式的建立
，

大大方便了图学理论及作图实际中的应用
�

有一

定的理论和实际意义
，

如求解人射光与反射光的分角线就是一例
�

� 结束语

文中所导出的 ���
、

��� 两式
，

是研究线线型空间角诸向题的基本关系式
�

由闷
二

不平行的直线和平面
、

平面和平面间的夹角问题
，

均可归结为线线夹角求解
，

故

由基本关系式可以定量解决�

①不平行的两直线
、

直线和平面及平面与平面间夹角�

②上述所有线面相关夹角的定量变换�

③不平行两直线
，

两平面间夹角的 �� 等分角线
、

面投影的确定� 等等
�

其中
，

关于角度 �“ 等分元素的定量确定
，

国内外尚未见有类似研究
，

属首次提出
�
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文中所有有关规律性结论
， �

均经计算机运算和绘图检验证明了立论的正确性
�
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