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线性规划的可行解集合的几何特征
’

舒忠烈

�武汉化工学院�

摘 要 � 本文提出平凡解是基可行解
�

也是极点
，

对墓可行解与极点是等价概念

给出一种证明方法
�

指出�� 中的可行解集合有类似 ��中的凸多边形的

一些特征
�

关键词 � 线性规划
，

极点

中国图书分类号 � ����
·

�

� 基本概念与基本定理

�
�

� 设 �是 �
“
中的一个集合

�

若对于 �中的任意两点 ��
、

��
有�

� 二 “ � �� ��一 “��
� “ �

，

��簇 “ 簇 ��

则称 �是一个凸集
�

�
。

� 设 �是 �
”
中的一个凸集

，

� 二 �� ，� ��一 “ ��
�，

� ��
，

若 �中不存在两个不同的点 ��
、

��使

�� 仪 � �

则称 � 是 �的一个极点
�

�一 线性规划的标准、 式为� ���

�
其中 � 是 � � � 矩阵

，
� 是 � 维列向量

，

矩阵 � 的秩 ������
�

记 �

����二 ��

�� � �

� � �

�是 � 维行向量
，
�是非负的 � 维列向量

，

且

���� 它是���的可行解集合
�

仁若� 二

我们知道
，

� �
，
���

�子中
，

� 就是一个凸集
�

在矩阵 � 中任取一个最大线性无关的列向量组
，

不妨设为 ��
，
��

，

二
，
�二 记 �

� � ��
，，
��

， … ，
�二

方程组 �一，��二 �有唯一解 � 。 � �一，�
�

�

收稿日期� ����
�

��
�
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若 “ 一’��。 ，

记一�
� 一 ��

�
则称 · 是��，的基本行解

， ·叫做“ 行基
·

可见一个可行基唯一确定一个基可行解
，

但基可行解可能对应两个以上的可行基
，

例� 设 � ��
，

且 � 〔 � ，

则 � 是���的基可行解
，

且 � 是 � 的极点
�

事实上
，
� 的任何一个非奇异矩阵都是可行基

，

平凡解 � � �是 � 的唯一一点
，

因

此� ��既是 � 的基可行解
，

又是 � 的极点
�

基本定理 设 � 〔 � ，

且 �子�
，
�是���的基可行解的充要条件是 � 的正分量

，，， ，扩 “ 二 ‘ ，所对应的列向量�� �� ” 一 �，为线性无关组
·

定义 � 设 ��
�

��是���的两个可行基
�

若 ��
与 ��中只有一个基向量不同

，

则称 �，

与 ��相邻
，

记作��
�， �公〔 �，

并称��
�， �公是以 �卜 ��为顶的边

�

定义 � 设 � 是���的所有可行基的集合
，
� 是���中所有边的集合

，

构成一个图

� ���
，
��

，

称此图是���的可行基图
�

定义 � 设 � �� ���， �口
，

��� 〔��，
���是���的可行基图的两个子图

�

设 �，〔 �，，

��〔 ��，
��
的基向量有 �个与 ��的不同

，

记作 ����
，
���� �

，

叫做 �，
与 ��的基异

数
，
�����

�

记 � ���
，，
� �
�一 ���苦���

、 ，
����� 、 �� 、 ，

��“ ��
�

称它是 � �
与 � �

的最小基异数
�

显然可知
，

若 ���
卜 ���� �

，

则 � �
与 ��

至少有一边连接
�

� 基可行解与极点的等价性

定理 � 设� ‘ �
，
� 是 � 的极点的充要条件是 � 为���的基可行解

�

为了证明本定理
，

我们来证明两个命题
�

命题 � 设 � 是���的可行解
，

但不是���的基可行解
，

则 �不是 � 的极点
�

证 � 因为 � 不是���的基可行解
，

故 �铸�
，
� 至少有一个正分量

，

不妨设前 �个分

量为正
，

余者为零
，
�����

�

正分量
��， ��， … ， ��所对应的列向量 ��

，
��

， … ，
��线

性相关
，

存在不全为零的数 入
，

几
， … ，

人
，

使
�

�一一�
�
办

�

艺���

取 �

记 占

�
�

� ���卜声

一
’

氏�

一 �占
�，
占�

，

�
‘，��� �

，
���� ��

，
�� �

… ，
占、

，
�

，
�

， … ，
��

� ，
吞护 。

� 士 �占� �
，

记�
�二 � � �占

，
� � � � 一 �咨

� � 护��，

艺�占
��一 �

，

艺
���，一 �

，

所以有�
艺�

� 、 士�占、���一 �

因此�
】 、

� �‘ �
·

且� 工�
�

�一 �

十

盖
� �，

故�不是极点
·

命题 � 设 � 是���的基可行解
，

则 � 是 � 的极点
�
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证 � 若 � � �
，

我们知道 � 就是 � 的极点
�

若 �活�
，

不妨设前 �个分量为正
，

余者为零
，
�����

�

正分量
��， 、 ，

对应的列向量 �，， ��
， … ，

��线性无关
�

设�
，、

�，，��
，

且 � � � 戊�
，���一“��，，，

�� “ � �
，

于是 �’
、

�，，的分量满足关系�

��
所

“ � �� ��一 “��一 �
，

� ��� �
，

�二 �� �
，

」� �� �
，
�� �

， … ， �

即� � �� �
，

一
， �

一 �，
酬

��一 ”��

�

艺

���
一 �

��
��一 。 ，

因此有 � �

�
一 �

�
，

�一
‘

，，
�

， … ，
�

���
�

艺问

从而有 �

即� �
，� �，， �

这就说明了 � 是 � 的极点
�

由上面两题
，

便说明���的基可行解与 � 的极点相当
，

从而也就证明了定理

� 基可行解集合 � 的几何特征

我们利用线性代数的知识揭示非空的 � 的几何特点
�

定理 � 设 �子，， � 二 ���
，

则 � 中至多有两个极点
�

证 � 我们知道
，

若 �子甲
，

则 � 中至少有一个极点
�

不妨设 �� 少�， ��
， … ，

�。 �是

「� 一 ’��
� �

可行基
，

对应的解�
。
��

� 一

曝 � 的一个极点
�

�。
也是 �� 二 �的一个特解

�

记
� � �

�
� � � ‘

「一 口�
‘ �

“ 一 “ 一 ’
����

，

我们知道�
，

’

尹
�� 一 。 的基础解系

·

一
。

一�二
口

卜一
的通解

·

设�
、� �二�

，

且�
� 护 � 。 ，

�� 铸 � 。 ，

� ， 护 � � ，

有
�

飞��卜�
�

�
�口口

�

�口

一�一�
��������
��

�
�

�

�一 � � � ��

� � 一 � � � ��

�一 笋 �
，
�一� �

，
�一 � ��

�� 笋�
，
�� � �

，
�� � �

�
� �

丁二‘ 〔� �

一 �
�

、
��

’一一

一��
��

���口尸
一�

���
�����

�

广�

�

盆�一���一��一一
且�

� 笋 ��
，

不妨设�

� �一 � �

记
， 一

护
， ” � “ � ‘ ，

则有 � � ，一 “ � � � �，一 “��
。 ，

�� 戈 � �
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即 ��
不是极点

�

也就说 � 中至多有两个极点
�

定理 � 设 �子�
，

且有界
， � 二 ���

，

则 � 只含有一线段
�

证� 因为 �举甲
，

可设 �。 是� 的一个极点
，

对应基为 ��伊�，
��

，

�
，
�二�，

� �二

记 口� �
一
��，�， 一

�����
�

「�
一 ’�
�

，� 。 � 。

�
。
�
一 、· ，， 二 �， 。

二
， ��

���

因为 � 有界
，

口至少有一个分量为正
�

设正分量为口
�、 ，

刀。 ， “ 一 夕。 ，

若它们所对应的
�

乳
， �

乙
，

一
， �

二均为正数
，

那么 �一��， 、
作主元列进行一次旋转变

换
，

得到 不 同于 �。
的极点 ���

此时
，
� 只含有线段 �参看定理 �证 明过 程 �

“ �����一 “���， ��邃��
�

若
�

共
， 、

乙
， … ， �

二中至少有一个为零
，

不妨设�

二为零
·

设���
，

� 一 � 。 ·

�几
口

�
’ · ’ �

� 的分量 、 � 一科人��
，
料��

，

又 因为 � 的分量 、 十�二 ” ，
井��

，

因为 夕� �
，

即

� 二��
�

这就说明 � 只含有唯一的可行解 �。 ，

是一个退化的线段
�

定理 � 设 �手中
，

且无界
， � ����

，

则 � 只含有一条射线
�

证� 因为 �子巾
，

取基可行解 �。 ，

对应的基为 ��任�， ��
， … ，

�矛
，

刀������
�
是

非正向量
�

否则由定理 �的证明过程看出 � 为有界集合
�

且 口中至少有一个分量为负
，

于是�

� 。

一
�二

口

�
·�

，
�一

我们就称它是以�
。
为顶点的射线

�

设� ��
，

且� 护 � 。 ，

便有�

一
。 ·

�
’

二
刀

卜
·

�，� 一

���
】 ·

一
这就说明�内的点均在上述射线上

�

记· 、

一
。

一�二
“」

，
� 、

一 且有� � 一

圣
� 。 ·

圣
�

即 � 只含有唯一极点 �。 ，

定理 �证毕
�

定理 � 设 �铸中
， � ����

，
���

，

且 � 有界
，

则几�的可行基图 � 的最小度 风��

��
。

证 � 因为 �活 中
�

且有界
，

任取 ‘ 个可行基 ，

不妨设为 �� 伊�， ��
， … ，

���，
�一，��

十�， �一，�二十�
， … ，

�一��。 十、
均可作为主元列

，

因为它们均含有正分量
�

在不考虑 日

标函数的系数时
，

分别对 �个主元列进行一次转轴变换
，

便可得到与 �相邻的 �个可行

基
，

即 �至少有 �个相邻的项
�

因此可知 武�����

定理 ‘ 设 �羊中
，

且有界
，

则���的可行基图 � � ���
，

��
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是连通图
，

且无悬挂点
。

证 � ���若���的最优基唯一
，

由单纯形法
，

任何一个可行基均可与最优 �解�基连

通
，

因此 � 是连通图
�

又因为 占�����夕��
，

故 � 无悬挂点
，

���若���的最优基不唯一
，

不妨设只有两个最优基 ��
、

��
�

我们分别以 ��
、

��

为核心构造子图 ��
和 ��

�

凡作为初始基经过单纯形法而达到 ��者的全体 �包括 �，
本身�记为 ��

�

得子图

���仅
卜 �，

�� 同样构造子图 ���仪
�， ���

�

若 ��八 �片乒 则 � 显然连通
，

且无悬挂点
·

若 �户 ���朴 则 �民
�， ���� �

，
�� �

�

取 城��� ��
，

�梦铸 叽
，

且

��衅�
，
�全、 � �

�

不妨设�

衅
，� 份�， ��

，

一
，
���

，
�梦

，一 伊州
，
����， “ 一 �。 �

因为 � 有界
，

所以��协
一 ’�，，二可以作为主元列

，

进行一
峰

轴运算
，

得到一个新的可

行基 �
，
� 与 ��

，，相邻
�

� 〔 ��
或 � 〔 ���

当肚� ，
时

，

按照 � 的定义
，

补� �
�

当�‘ � �
时

，

显然 �� ��

可见 � 是连通图
，

且无悬挂点
。

�最优基为两个以上者
、

采取连通子图合并
�

�
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