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摘 要 � 本文考虑一类多维高阶��卿
�卜���型方程组的周期边位问题

，

采用粘性消

去法和 �忍���叫众������不动点原理
�

证明了该问题整体弱解的存在性
�

最后
�

考虑了广义解的渐近性质
�

关键词� 方程组
�

边值问题
，

弱解

中国图书分类号 � ����

�������一 ���方程� � � � �� �

一 ，� 。 � 口�� 二 �
， ，� �，

刀� � ���

是具有耗散与色散两重作用的系统最简单的方程几 ��
，

不少作者从多方面进行了研

究氏 �
·

习
�

本文考虑如下一类多维高阶�������一 ���型方程组�

� � � 占�却� � �一 ��
’
口占知 � � 咨����，���一 ���

，
��� � ���

，
�� ���

其中���
，
��一 �� ，��

，
��

， ����
，
��

， … ，� ，��
，
���为�维向量值未知函数

， ���一
‘

��� ，

��
‘ ，

��为� � �函数矩阵
，

���，

��为�维向量值函数
，
中���为向量 。 的标量函数

，
占�

�

一 艺��
，

��一 �， �，
‘ “ ，

种
，
占一 占，

����
”

表示梯度算子
，

刀� �为

常数
�

我们用正则化方法
，

考虑相应的具小扩散项的方程组 �

�� � �一 ��
’ � ’ 。占�。 ， �� � 占占知� � �一 ��

’
口占知� � 咨盯��，���一 ���

，
��� � ���

，
��

设
�

� 二 ��
� ，， ��，

一
， � 。

�。 �
‘
��� 。一� �

，
�一 �

，
�

， … ， ��
，

�� 二丁��
，
������

，
�《 �《 ��二 � � ��

，
��

，
� � ��

，
�为正常数

�

对于方程组���和���， 我们讨论在�� � ��维柱体�
�
上的周期边值问题�

���

不
�

�
‘ ，

竺
一 ” ‘
��大

’��，， ‘，

‘ �气�
， ��� � �叹��

���

�
收稿日期� ����

�

��
�

��



第 �期 王书彬等�一类多维高阶 ������������型方程组的周期边值问题

其中
� � ���，一 ��

�， … ， �一 �， ��� ��
，

���
， ，， … ， � �

�
，
�二 �

，
�

， … ， � ， � 。
���为厅�� �

“
上

满足周期条件的�维向量值函数
�

我们采用如下的约定
，

向量函数属于某空间
，

意为向童函数的每个分量属于此空间
�

我们在以下提到的周期函数都是指对空间变量 �来说的以 ��为周期的周期函数
�

� 基本引理

在本节中
，

我们考虑如下的线性抛物型方程�

� � �一 ���
‘ �。占… � � 占咨

� �

� � �一��刀占
�� � 二 “ ��

��
’

宜
’ 、 一 声

一 ��舟 � ” 一 知
’ � ’ 、 一 ‘ � 一

却
’

在�
� 一 � � ���

，
���上的周期边值问题

�

�习

�
���

，
��� ��� � ����， ��

���
，
��二 � 。

���

�
， … ， �

�日

其中��
�，

��。 �
‘��

，�
， � 。

���。 �
’ 十 ’
���

，
�� 一为一整数

�

引理���� � 对于任何满足周期边值条件的函数������吸��
，

有

网

气一︸户���
‘ ���

��‘。 落��一�尸
�一

其中。 一 ���
， …二 。

�
·

�
‘
一 ��

’
��

，

���

二
。

�
� 。 ， ‘“ �一 艺“ ，，

气 ��一 �
，
�

，

一
，

�� 为非负整

数
�

利用积分估计技巧和基本不等式
，

我们可得如下的结果
�

引理�� 对于线性抛物型方程���周期边值问题���的广义解有如下的估计�

�

毕几��
��一 ����

，， · �。伪 � 卜���少
令 、 �，阅

， ，《 �，
于���

。
��，二

，。 � ，�������， ，冬 ���

其中常数�
�
与抚关

，

但依赖于� � ��和�� ��

如果我们用光滑函数�二��
，

��， �����分别逼近函数��，，

��， � 。
���， 那么对�

。 ��
，

��

和�����可以得方程���的周期边值问题���的古典解
�二��

，

��， 从而利用引理�的估计可

以得到 �

引理�� 设
。 � �

，

代�
，
��。 �

，
��

�
�和� 。

���。 �
’ ‘ ’
�。 �

，

则线性抛物型方程���的周期边值

问题���有唯一的广义解
，

���
， ‘�‘ � 一 �‘ ��

，
�� �，� ，

����门�户
�几，，旧

�
� ���

满足�
了�了

。
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、 ·

� �一 ，�’
‘ ’ 。 ‘ ��，�� � “ ��� � �一 ，�’ ，。 �，�����，
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一�二丁
。 ���

， �����
，
�祖��� ����

对任意的���
，

����’
��

�
�成立

，

并且满足初值条件
‘

���，

�� 一 � 。
����
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引理�� 设� 一 � ‘ ��
，
�� �，

����自�
，��

，
�� � �� ’

�。 ��
，

则� �� �
�

引理�
� 设�

。
�
�
�

，

����。 �
，
���

，

�是�
“

中的可测集
，

若�”�。 ����间 ���一致有界一

一

口
。

誉
几��叶 二，·

����
。

���在�
’
���中弱收敛于����

·

引理�口�� �����一。 �估��
·

�
，

设 ����。 �
�
�。 �

，

� ‘ � ��
‘
�。 �

，
一簇 �

， �� ��
， 。 �� �

“

且���� �
，

��� � � � �
，
�镬 �� 二

，

并假设�

� � � �
、 � �

�

� � � �
一

�

则存在常数�
�
使得 � 一� ，���

�，

网 � ��一� “ ��，二
，。 · 。�一之稿 �，，�

引理�侣，
� 设 。 ���。 � ’ �

�。 �门�
一 ’ ��。 �

，
��

、

��� �
，

则成立不等式
� �。� ����

��《。 、 ��”� 。么几二
、 《。 。���二

��。 �，��

其中常数�
， 二 ����

�，
��

，
��且�二 ��

，一 ��一 ���� 》 �
·
�《 �� ��

� 非线性抛物型方程组���的周期边值问题

引理�� 设，��
�， ��， … ， � ��。 �

’
�� ”

�
，

且满足条件 �

① �印����� ����
�十 �，

味 卜币 。 ��
少天牛

月

� �—�
、尹�、�了、、声气��尸

、︸目�门��
�����了、�矛、龟了饱、

② �����价�
�
��簇 ��

�
��

于 ’ ，

�

③ �竺
��
望三卫��‘ �����“ � 一、

�

��
�

�二 �
�

�
�

…
�

�、�

乡�
�

�� 一

一 占� �
，

占� �
，
�为一常数

，

则对�〔何的叮� �
，

有 �

��占����沪�����
�，《。 �� ，”���‘ 、 ，�

侧 � ��，�����，似�

������印�
�
���

。 ��。 �� ，�卜��。
�·�印 � �，

��
�
��
��价，

��，������
�丈。 ‘ 。 �����乙

，‘。 � � 。
�����乏

·�。 ，

其中
����。 �

’ �� ’
�。 �是周期向量值函数

，

常数�
。 、
� ，，

� 。
依赖于，和�����

。 之
侧

，

且对有界

的����‘���印一致有界
·

证明 � 由引理的条件利用�����
�不等式和�������估计以及带。的� 。 。

��不等式
，

即可

得到引理的结果
。

可参看文献���中的证明
�

定理卜 设方程组������ �� 和周期初值向量函数 。 。
���满足以下条件�

① � 。���。 �
�十 ’
�。 ��

② 知阵���
，
��。 �����

，
�� �罗�

。 ��
，
�维向量值函数��

�，

巧
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。 � ‘ ��
，

�� � ’�。 ��门�
���

，
�� �

�
����且�〔、

， ��
，
���

，
��都是周期函数�

③ 印满足引理�中的条件
�

则方程组���的周期边值间题���至少有一个�维向量值整体广义解
���

，
��。 �‘ ��

，
�� � ’ 十 ’

价��门�少
� ‘” ，����

�

证明� 取基空间�一 �����
，
�� �，

价��门�
，��

，
�� � 却 干 ’

�。 ��
，

对侮一个
，。 �

，

�簇 又《 �
，

考虑方程组 �

‘

孟
�

孟

、��、、‘声，��
�了飞
�
几�、� � � �一 ��

， 十 ��占加
， �� � ‘吞�。 � � �一 ��

，
刀占知 � 一 又���

， �
， �
�
、 ，

���

的周期边值问题�

�
��� � ���，， ��二 ���

，
��

，

���
，
��二 又�����

一

� … ， �

其中��
�， �

， ���
， ���� ���

，
��� � ��

� ，
��一 占����中�

��
�

由引理�和��
�，

�
， ���

，
���。 �’����

，

再根据引理�得���
�，

���，存在唯一的�“ 义

解��‘ ，
��‘ �

·

因此对每一个。 簇 又簇 �， 我们可以定义映射��� � ” � � �使得 �

� � ���，
����

下面利用����� 一 �������环动点原理证明如上作出的映射�厂 启叶 �具有不动点
·

对�中的有界集�
，

���，
�
，

����。 ��在�
’
��

�
�中一致有界

，

由引理�知�
����在�中有

界
，

而由� 二 �
，

所以对每一个�镬 �� �
，
��� � 、 �� �是列紧算子

。

我们用拓扑方法证明�
，� �‘ �是连续的

�

设
� 。 ��

，

��是�中的收敛序列
，

且
� 。
强收

敛于����� ” ①�
，

记� 二 二 �，�二 ，

则��
二
冬在�中一致有界

，

因为� �
一

�， 所以从�”
二
飞

中的�毛意子序列中可选出子序列在�中收敛
，

如果能证明所有这些子序列的极限是同一

个函数
·

我们就得到知
�二

�在�中收敛
。

在于�
二
冬的任意子序列中存在子序列于

� ‘ 冬并存在�维向量值函数���
，

��， 使得当�
、

叶 二时
， � 。 �。�、

，
��弓 � �

��
，
��

，

在�
，
����中弱收敛

，

�
‘ � 二‘��

，
��斗�

“ ���
，
��

，

��一‘ ��� �
，

在�
’
����中弱收敛

，

� ���‘
， ‘�在�中强收敛于

���
，
��

·

和于�
二 、 ��

，
��飞舰�对应的于

� �，��
，
���在�

丫上满足�

�
‘ � ‘ ��

，
��蚊

�
‘ ���

，
��

，

一二�《 ��� �
，

���
，
�
， � ，‘

��
，
���鳗

���
，
�
， ���

，
���

�

又因为���
，
�
， � ‘ ��

，
���在�

’
��

�
�中是一致有界的

，

所以�

���
，
�
， �‘ ��，

���一 ���
，
�
，、

���
，
���在�

’����中弱收敛
，
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由��� 二 �，���是方程组

�。 � �一 ��
’ � ’叻加

， �� 二， � 占占加 �‘ � �一 ��
，
刀西知� 。 � 一 孟���

， �
， �毗�

周期边值问题的广义解
，

上式两端对�， 。 取极限
，

得到���，

��是方程组�

� 、 � �一 ��
’ � ’ �占、 十 �� � 占占。 � � �一 ��

’
刀占

��� 一 又���
，
�
， ��

周期边值间题的广 义解
，

根据广义解的唯一性知� 一 � ‘ ， ，

由此我们证明了扣二�在�中收

敛于�
�� ，

即�
��二 一 �，��� ” ‘ �， 从而可知�

‘ � � ‘ �是全连续映射
·

对�中的有界集�
，
� ‘���

· � “ �关于参数之的一致连续性可用类似于文献间中的办法

来证明
·

显然有�
。 � 二 ��

为利用不动点原理
，

我们还需要得到�
�� � ‘ �所有可能的不动点的一致有界性估

计
，

也就是要得到方程组�

刃扩����

� � � �一 ��
’ 今 ’ �占知

� �� � 占占��� � �一 ��
’
夕�冲� � 之占����，���

� 又����
，
��� � ���

，
���

周期边值问题
�
��� � ���，， ��二 ���

，
��

���
，

�� � 孟� 。
���

所有可能解的一致性估计
�

利用积分估计技巧和引理�的结果及基本不等式
，

我们可以得到 �

��� 幼��
� ���一�

，
侧 � ‘ “� ”�】 。 ，

�� ，、 一哪 � 肠�朋�
�，�

�� 二 、
脚

《 �，
�“� “�

，
侧 � ���“��低 二 ， ·

哪� ����

其中常数�
，
不依赖于�� 孟� �

， 。 � 。 �

证明过程类似于文献���的方法
�

综上所述结果
，

由����犷���
�����不动点原理知当 之� �时

，

映射 ��� ���存在不

动点 �二��� 〔 �，

即方程组���的周期边值问题���存在广义解 ��
�，

��〔 �
�

利用文献���中的办法我们同样可以得到唯一性定理
�

定理 �� 设定理 �的条件满足且设 �� � �
，

诚�� 〔 �，��污
，

则周期边值问题���
、

���的

广义解 ��
� ，

��呀�
，

是唯一的
�

� 方程组���周期边值问题���的弱解

在上节中
，

我们可以看到
，

在证明方程红议��周期边值问题���广义解存在性的同时
，

还得到如下结论
�

引理 �� 设定理 �的条件满足
，

则对具有小扩散项�
����的方程组周期边值间题���

，

���的广义解 ����
，

��� ���
�

�
’

��有如下估计�

����，
，
侧 �
石��二

� “����� ，�，、 一卿 � ”�，��，， �� ， 、 。 ，，
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荞 �� ’

����

其中常数�
�
不依赖于 ‘ � 。和����

引理��� 在定理�的条件下
，

对具扩散系蜘
� �的方程组���的周期边值问题���的广义

解有估计式� ���
�
��
�

���， �� ， 一 �

哪 《 �，
����

其中常数�
，
不依赖于 ‘ � �和�� ��

证明� 设沙��
，
��。 �’��

，
�� ���

“ ��
，

则有�

��了
。 �二 ，����一��丁

。
��� � �一 �一 ，�’ ‘ ’ 。 ‘ 、 � �� 一 “ 、 � 一 ‘一 ，，’ “‘ 、 �

一 占����中����
�

沙����

因为��
。 ‘ 、 十 �� ·

“ �����哈
。 ·

恿
” 产���，�����

《 “� ”��，
�

二 ， 、 侧�沙��
，低 ��，�����

，

��� �� ��

�
。 “ 、 � · ，����一 �了�了

。 ‘ 、 � · ‘������

� �� ”��低 �� ， 、 侧职沙砚�
，低 �� ，

�娜

了
。 ‘����，‘��· ，�����一��了

。 ����，���
·

占沙�����

《 � ，“�����低 �� ，、 曲 �沙�
�，低 �� �

�卿

由引理�的估计得到 �

由此得到估计式����
�

了�了
。 � � ·

����“ � �，，，����二 二 ，�。

·

引理�� � 在引理��的条件下
，

对于周期边值间题���
、

��
���

· ，
���卜 �

� ��
· ，

����，
��必 《 � ，�

��，一

���的广义解有估计�

�一间
���枷

�刀 ����

其中。 一 伍
，，

一
， “ 。

�， 同 一 。 ，
�

， …，�
一 常数�

�。
不依赖于�� �和�� ��

证明� 由引理�我们有�

��
‘ ��

· ，

����
�

� 《 � ，���

�
，

�
，
�一 �

，

对�
�

��
· ，

，一回

一 ����孟
士
弘卜�

’

��叫
��从各编

其中同 二 �， ���一 �
。

可
· ，

��

城用这个不等式可得
�

“� ���
· ，

��〕卜 �
‘ ��

·

《 �� ，
卜�

· ，
���一 ��

·

，
���目

�，
卿

甲一回
���比盖全弘

��回

���
�‘ �‘ 了

��翻盖编

��
盆
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