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主轴径向平面运动及偏心
’

黄仁贵

�郑州工学院机械系�

摘 要 � 本文对主轴径向平面运动作了进一步的数学分析
，

得到了描述该运动的

各种曲线方程的向量形式
，

它们具有广泛的意义� 利用这些方程对主轴

径向平面运动进行了运动学分析� 阐明切削加工圆度误差与标准球心径

向误差运动的正一次谐波无关
，

而与其非正一次谐波有关� 明确了标准

球偏心的物理意义
�

关键词
� 主轴

，

回转误差
，

偏心

中国图书分类号 � �����二 �������
·

�

分析主轴径向平面运动是研究主轴空间运动的基础
，

所以深人认识径向平面运动是非

常重要的
，

这将为分析和评定主轴运动精度提供理论依据
�

本文就此作一讨论
�

如图 �所示
�

�� �� 为静坐标系
，
��� 为动

坐标系
，

它固定在主轴回转平面上
，

原点 � 为标

准球球心
，

主轴以定角速度石转动
�

显然
，

主轴径 丫

向平面运动可以认为回转平面以石绕球心转动
，

同

时随球心作平动
�

采用双向测量法拾取标准球心的位置信号为

����
、

����
，

它们一般是非周期函数
�

球心径向误

差运动可以表示为�
·

����

����� ����� ����� ���

可以证明
，

����又可表示为 � 认

����一 艺 ��
��� ���

�

����

图 �

��
���一 �

‘ �拼�，，‘ ’ ‘ �

式中
，
�����是 ����的 � 次谐波

，

它是个旋转向量 � � 为任意实数�

���

�� 为 � 次谐波的

模� � 。 为 � 次诺波的转动角速度� 甲‘ 为 � 次谐波的初相位
�

根据式���和���得 � 次谐

�
收稿「�期� ����

�

��
�

��
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波在 ���� 上的投影为�

� ����二 � ‘ �������� 甲二�

� ‘ ���� �������。 �� 中��
���

根据运动学理么 主轴径向平面运动可以用一对瞬心线的运动来描述
，

即动瞬心线在静瞬

心线上以角速度历作纯滚动与主轴径向平面运动是等同的
�

文献【��根据微分几何学原理得
到了描述主轴径向平面运动的静

、

动瞬心线的方程� 还得到了定点在主轴回转平面上描绘

的轨迹一动轮转曲线的方程
，

以及主轴上一点在静坐标系上描绘的轨迹一静轮转曲线的
方程

�

这四种曲线表征了主轴径向平面运动的特征
�

在切削加工中
，

动
、

静轮转曲线分别

为车削和幢削的加工曲线
�

当得到标准球心径误差运动 ���时
，

便可得出这些曲线的方
程

�

� 一次谐波的运动分析

若球心径向误差运动����为一次谐波
，

即�

����一 � ��
枷

� ’ ��� � 一�‘ 一“ 一�

由����产生的四种曲线的方程为�

静瞬心线����的方程�

���

径一资
一

卿
一 “ ‘ � ’ 一

�，
‘ � � 留 名� � 一舀��叹一 。 �� � � ��

�日

动瞬心线����的方程�

�
� 。 二 � � �����一 ���� 中

� �
�一 � ，���� �

� 。 二 � � 、����一 ���� 甲 � �
�一 � ����中�

���

静轮转曲线����的方程�

� � 二 ����细�一 �������� � ，���佃�� 甲��� �
一 �����一 。 �� ， 一 ��

�� 二 �������� ����划�� � 、����。 �� 中 、�� �
一 �����一 。 �� 中 � ��

���

式中
· “ 。 、 ��是���上点�的坐标

·

动轮转曲线����的方程�

�� 二 � ���沁�� � ����山��� � ����中 �一 � 一 �����一 ���� 中
一 �
�

�� � 一 � ，������ � ���沁�一 � ����巾�一 � 一 �����一 ���� � 一 �
�

���

、了�、声�‘、尹�
�，
且

�
曰且�曰�咬且��了、尹�

、�了、

式中
，
� ， 、

� ，
为��

，�上点�的坐标
·

应用尤拉公式各曲线方程可写为以下向量形式�

����一 ��
一 ��月一 ‘ � ，一�

����一 �
� ��宜一如

� ’ 一 ’�一 � ，�’ �

����一 ��� � 扮�沁协 � � ��加
‘ ’ ��� � � ，�卜 ‘

一
�
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����一 ��
， � ��

，
�。

一
娜 一 � 一 ��艾一翻

� ’ 一 ’�一 � ��如�

����

式����和����分别表示 ����与 ����在切点 �瞬心�处的向量
�

两条瞬心线都是圆
，

���的圆心为回转中心
�

����的圆心为回转轴心
，
����的半径为 ����的半径的二倍

�

当 �一 、 一 。 ，

由式��，知
，

��。 一气��� 一 � 。 。 佃
���，，

即 ����为正一次谐波
，

球心以石

作圆周运动
�

现在来分析由正一次谐波产生的各曲线方程
。

从式���月阳����知
，
����与

����皆为一点
，

即为回转中心和回转轴心
，

它们重合在 ��
点上

�

这时主轴回转平面以石

绕定点 �，
作旋转运动

�

从式����得�

����一 ��� � 扮。 � � ��知，
沁扭

从式�一�解
� ����一 ��

， � 汀
�
卜

一加’ 一 �，�知�

显然
�

静
、

动轮转曲线皆为圆
，

可见正一次谐波 �����不产生运动误差
，
�����是由标准球

安装偏心引起的
�

球心与回转轴心之间的距离为 ��
，

即为偏心距
�

当 ��一 。 ，

即正一次谐波为零
，
����为负一次谐波�

� �

��� 一 � � �

护
一 ‘ � ’ 一

��
，

球心以

负面作圆周运动
�

由 ��，���产生的各曲线方程为�

�
，
���一 ��

� ��宜一 ’ ‘ � ’ 一�
�

����

�
，
���一 �

� ��盆一枷
’ ‘ � 一� ��匀

�‘
���一 ��� � 扮��。 扭 � � 一 ，�卜 ‘ � ’ 一� �一句

�
’
���一 ��

， � 万
�
�

一
扭 一 � 一 ��卜如

‘ ’ 一� ��乃

由式����和����知
，

����与 �
，
���是同一个圆

�

由式。 ��和����知
，
����与 �

，
���也是同一个

圆
，

����的圆心坐标为 卜�
����中�

，
一�，���中��

，
�

，
���的圆心为球心 。 ，

二者圆心坐标不

同是因球心位置不同
�

����与 ����以及 �‘
���与 �

‘
���皆相互内切

，

如图 �
、

图 �所示
�

图 �

人示球心 。 偏离回转轴心的距离为 ��，

图 �表示球心 � 与回转轴心重合
�

�

图 � 图 �

从式����和����知
，

���与 �，��嘟是椭圆
，

尽管 ����比 �，���多一个向量一正一次谐
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波
，

但它们的长半轴与短半轴之差即圆度误差都为 ��一，�

从式����和����知
，

����和 �，���在主轴回转平面上是同一条心形线
，

����中的常向里

一 � �

尹
’
是标准球偏心引起的

�

总之
，

当 ���是一次谐波时
，

正一次谐波是标准球偏心引起的
，

它不会产生运动误

差
，

而负一次谐波产生运动误差
�

对于一个主轴系统
，

它的运动规律是一定的
，

描述该运动规律的 ����和 ����当然是

唯一确定的
�

由式����和����知
，
����和 ���取与负一次谐波 �

一���隋关
，

所以 �一����也是

唯一确定的
�

另外
，

根据行星运动分析
，

回转轴心即 ����的圆心绕回转中心即 ����的圆

心作圆周运动
，

该运动可用旋转向量�
� ，。 盆一翻 � ’ 一�来描述

，

达正是负一次谐波 �一、���
，

这也说明 �一����是主轴系统所固有的
�

因此
�

当调整标准球心的位置时
，

仅改变正一次谐

波
，

而负一次谐波不变
�

分析式���
，

把 ���转动一个定角度 一
�毋 �� ， � ，

�

�
显然并不改变 ����的几何形状尺

寸
，

即�

���沁

一 义职 � � � 一�

� 翻 � ��沁
�
佃妞一 护 一

户
�

一， ，

叭十 胜 � 飞�
一

二一�

可见球心运动轨迹为椭圆
�

调整球心位置
，

使偏心距 ��“ �，
�哟为负一次谐波

，

即为纯

误差运动
�

当 � �� �一 时
，
����为一次谐振

�

可见即使球心作一次谐振
�

����也包含因偏

心引起的正一次谐波
�

所以
，

文献���中所述
‘

若无安装偏心
，

即石二 �
，

主轴的基频谐振将

使标准球球心作频率为 。 的直线往复运动
� ’

是不确切的
。

� 主轴径向平面运动及偏心

双向法测得标准球心径向误差运动可用式���来表示
，

即�

��‘�一 艺 � ‘ �抓
。 ‘ � 呀二 ’

����

由����产生的表征主轴径向平面运动特性的四种曲线方程为
�

静瞬心线的方程 �

��‘�一 艺 ��一 ��� ‘ �

你
令

一，
����

动瞬心线的方程 �

目

����
一 艺 �� ‘ �堆

一 ’
冰

� ’ ‘ ’

� � 一 目

����

静轮转曲线的方程 �

��‘�一 �� 。 � 知�沁如‘ � 艺 �‘ �姚叫� ’ �，
����

式中
， ��

、
��为���上点�的坐标

�

丫 勺
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动轮转曲线的方程�

���� 一 伏
， � 拌

，
卜

一如 一 艺 �二 。 “ 一 ’‘ � “ ’
����

式中
，
��、

�，
为 ���� 上点 �的坐标

�

主轴径向平面运动可以用 ����在 ����上以角速度面作纯滚动来描述
�

式����和����分

别表示 �时刻 ����与 ����在切点 �瞬心�处的向量
�

从��和 ���丫诊别代表幢削和车削的加

工曲线
，

它们的几何形状尺寸与 ����及切削点的位置有关
�

式����表明主轴径向平面运动

可以分解为回转平面以石绕球心的转动和其随球心的平动
�

分析各曲线方程可知
，

����中

正一次谐波 �，
���对 ����

、

����和 ����的几何形状尺寸均无影响
，

它对 ����的圆度误差也

无影响
�

����中非正一次谐波则影响各曲线的几何形状尺寸
，

影响 ���和 ����的圆度误

差
�

对于一个主轴系统
’

�包括主轴
、

轴承
、

齿轮等�
�

它的几何形状尺寸
、

阻尼
、

刚度
、

负载
、

润滑
、

温度等条件是一定的
，

所以它的运动规律是确定的
，

当然描述主轴径向平面

运动的 ����和 ����也是唯一确定的
�

由式����和����知
，

����和 ���取与 ����中非正一次
谐波有关

，

所以 ���中非正一次谐波都是主轴系统所固有的
�

因此
，

调整标准球心位置
，

仅改变 ����中正一次谐波
，

而所有非正一次谐波则保持不变
�

既然正一次谐波不产生运动

误差
，

而它又是因标准球偏心引起的
，

所以采用双向测量法不必消除标准球的偏心
�

那么偏心距的物理意义是什么呢�现在来分析回转中心和回转轴心
�

回转中心是 ����

的中心 ��
�

由方程����知
，

����是由 ����中所有非正一次谐波引起的静瞬心线 �圆�而合

成的
�

所以回转中心是这些瞬心线的中心的平均中心
，

即回转中心 �� 的坐标为�

� 。 � 一 � 。 ���， 。 �

六 � � ����中 。

��。 一 ��“‘�， 。 �

六

‘

互
�‘言‘

，一 �，�����二田�� ，� ” ���

二

互
�‘广‘

，一 �，�����二。 �� ， ‘ �二仍卜
� ����中 。

可见回转中心 ��是 �� �� 上一个定点
�

可以证明 ��也是主轴回转平面上任意点 �包括

球心�运动轨迹一静轮转曲线的平均中心
，

所以可以把 ��作为主轴径向平面运动的中

心
�

回转轴心是 ����的中心 ��
�

由方程����知
，

����是由 ����中各非正一次谐波引起的

动瞬心线 �圆�而合成的
�

所以回转轴心是这些运瞬心线的中心的平均中心
，

即回转轴心

呢 的坐标为 �

� � � 二
，
扮 � � �

， 一 � ����中 � 一砚 乙 �
。
�� 二 ���〔�� 一 ��田�� 中，

孙仪 一 ��。 �二 一 �
，

���中
，

‘ 肠 盆 � 一

二
。 ��

一

一
�

，
���， ，

一
鑫
乙兀

艺 了广
�� ��‘�「仪 一 ‘�。 ‘ � ，�，�仪 一 ” “ ‘

二 � 一 目

【 护 �

二 一 � ����叭

����
��

�

�
�

��峨����
‘

可见回转轴心 �。 是主轴回转平面上一个定点
，

它在 ��� 上对应的常向量为 一 � �。 知 � �
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可以证明 �。 也是静坐标系上任一点动轮转曲线的平均中心
�

回转轴心 �� 到球心 � 的距

离为 ��， 因此
，

标准球的偏心距是指标准球心与回转轴心之间的距离
�

球必相对回转轴

心的运动可用旋转向量�
、 。
加

� ’ �》即正一次谐波来描述
�

分析回转轴心 �� 的运动轨迹
，

由式����得�

�、 ���� 艺 � ‘ 。 “
‘

叼

可见�。 。
���等于����滤去正一次谐波

，

即� 。 的运动为����的纯误差运动
·

球心运动可以看作球心以面饶�
。 点转动

，

同时随� 。 平动
，

即�

����一 �。 。
���� �

，�加
� ’ ��

方程����又可写成 �

����一 ��� � 扮� � �
��知 ’

卜娜 � �。 。
���

这表明主轴径向平面运动又可看作回转平面一边以角速度面绕回转轴心 �。 转动
，

一

边随 ��作纯误差平动
，

� 结 语

�
�

� 标准球心径向误差运动 ����中的正一次谐波是标准球偏心引起的
�

所谓偏心距是

指在主轴回转平面上球心到回转轴心的距离
�

调整标准球的位置仅改变正一次谐波
，

而非

正一次谐波保持不变
�

�
�

� 回转中心是静瞬心线的平均中心
，

也是主轴回转平面上任一点运动轨迹一静轮转
曲线的平均中心

�

它是静坐标系上一个定点
，

可以把它看作主轴径向平面运动的中心
�

�
�

� 回转轴心是动瞬心线的平均中心
，

也是静坐标系上任一点的动轮转曲线的平均中

心
�

它是主轴回转平面上一个定点
�

它的运动为球心的纯误差运动
，

即为 ����中各非正一

衡皆波的总和
�

�
�

� 正一次谐波对静
、

动瞬心线和动轮转曲线的几何形状尺寸均无影响
，

对静轮曲线

的圆度误差也无影响
�

非正一次谐波影响各曲线的几何形状尺寸及轮转曲线的圆度误差
�

因此
，

采用双向法测量主轴回转精度
，

不必消除标准球的偏心
�

�
�

� 标准球作一次谐振时
，

仍存在偏心引起的正一次谐波
，

调整球心位置
，

使其仅作

以负亩的转动
，

即负一次谐波
，

这时标准球才没有偏心
�

参
‘

考 文 献

〔日 蔡鹤皋
�

��〕 黄仁贵
�

回转运动误差的精确测试理论与方法
�

机械工程学报
�

�����
，
������

平面回转误差运动的仿真分析
，

郑州工学院学报
�

���
�

��
，
��

�

�
，
����
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