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本文用先验估计方法及 坛
���弓������� 不动点原理讨论了一类非线性拟双曲型方

程组初边值问题广义解的存在唯一性
�

非线性
，

拟双曲组
�

初边值问题

在物理
、

力学
、

生物等现象的研究中会出现各种类型的拟双曲型方程组
�

例如
，

文

【��研究了如下非线性拟双曲型方程组�

�� 二 � 。 � �一 ��������
�， � �一 ��“ ��

�， � � 艺
�一 ，�，

共
�� 。��

， … ，

� �。 一 、
��

�，�
�

� 一 � �
�

� 艺�
‘

竺��
，�
升�分

���
， … ， � �， 一 ��一 ���

，
��

七� � ��
‘

� 卜 卜

���

其中���为整数
， � 与 �为 � 维矢量值函数

，

并得到了其周期边界问题
、

初值间题及第

一边值问题解的存在唯一性
�

、

本文在矩形域 �
�� 卜�

，

乃� 田
，

��上考察一类对空间变量为四阶的非线性拟双曲型方

程组 �

� � �

乞�会‘ 。 ‘

车
‘

艺�一 ��
七� �

��
， 。 。 ��， 一

、
·

艺�一 ” �” 、
川 。 ，胜 ， 十 艺�

一 ��
�� � ”

一 �

�� 芝 立� 。 分�

�
‘

� � � 净 一
� � 、

一

云二 � 分� � 尸 �

其中 � 二 ��
，， …

，
���与 �� �几

，

…
，

场�为 � 维矢量值函数
，
� ，��

，

阵
，
��
��

，

��
、

�����是 � � � 对称矩阵
，
����为 � 的连续可微函数

，

�����
，
�����毛 � 、��

， ��� �
�

���

��
、

�����是 � � � 矩

满足条件�

���

其中� ��
， ��一丁乞

，�，��
，

而� �

与�
，

量�
、
� 二

的函数
，

记�
‘ 二 � � 。

�元二 �
，

为常数
，

���
， � �

�和� ，
��

， � �

���一 �
，
��为矢量变

��
�

，
收稿日期� ����������



第 �期 李海峰等�一类非线性拟双曲型方程组的初边值问题

假定方程组���还满足下列条件�

��� ���
，
��下有界

，

即��
�
��

，
��七

， ‘�� 一 ���七
，

七�
，

代
。 �� ，

�‘
，

����
� �

�� � �� � �
��

，

��， � �
��

，

��， �矿 � 二 ，
�扩 为有界可测矩阵�

�����
���为正定矩阵

，

即��
�
���考

，

心�� �
�
�‘， ‘�， 代

二� ” ，

�。 ��
，
��

，

�� � �
，
�����为有界可测矩阵�

�����‘� ， � �

�不，
�
��

��
， � �

���一 �
，
��为非负函数

�

气
�， � �

�。 �
‘� ，

��
” ， ” �

�关于所有变元三次连续可微
，
�厂

” ， “ �

�关于所有变元二

次连续可微
，

并有���
，
��一 ����

，
��一 �

，

�一 �
，
��

����‘ �
�
��

�
�

���

对方程组���考虑初边值问题
�

���一 �
，
��� ���

， ��� �
�

“ 二 “
�一 �

， ��一 � 二

“ ��
，
��� 甲���

，

� ，
��

，
��一 访���

，

�

��
， ��� �

， �廷��
，
了

‘

�

�匀

� ��一 �
，

月

对方程组���的初边值问题���
，

我们将证明在函数空间

� 二 �三����
一 ，， 月���

， ，��门才��
�。
��
一 ，， 门���

，
���

自�
， �、 �卜

，， 门���
， ，，

��

中整体广义解的存在唯一性
�

引进符号�
� ， �，一了几

，�·�一 ��一’ 一 ���一 ‘���
之�一 ，， ，�以及��

， 、 ，

�一 ���
� ， �

��‘

线性方程组问题

考察下面的线性方程组
�

� �

�。 二 � 。 � 艺�一 ��‘ � ，
�
� ，

���
，心一 ， 」一 � 。

�
、 ，

���
��， � 艺�一 ��” �二��

，
���

、 、 ， �

全二 �

二
�

� 几�
， ��

� 二 ���
， …

， ���和 �二 �几
�

…
，

�
，

爪�是 � 维矢量值函数
，
� ���

，
���文 二 仇

��都是 � � � 矩阵
�

���

�
，

和 �。�
� ，

��
，

�
，。

�
� ，

���� 二 �
，

假定方程组���满足如下条件 �

其勺
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���
。
��

，
��是对称下有界矩阵� ��

。
��

，
��亡

，

着�� 一 ���‘，

亡�
，

俄
。 � “ ，

� 。 � �� ��
，
��‘ �

� ，
� 。
��

，
��

，
� �� ，

� ，
��一 �

，
�

，
�

，
��都是有界可测矩阵�

��� �。
��

，

��是对称正定矩阵�

��
。
��

，
���

， ‘�� �。
��

，

心�
，

城
。 � � ，

��
，

����
� ，
�。 � �

，

��〕

�二

�� 一 �
，
�

，

�� 为有界可测矩阵�

引理

����
��

�
�
， ， 。 ��「

一 �
， 。 ，

�。 甲�〔
一 �

， 。

中和少及其二阶导数在区间「一 �
，

月的端点处为零
�

卜 设 ��
�，

��为方程组��域���的满足边值条件���的解
，

则成立下面的不等式
�

“� �

一 ��二
�。 �，‘ � “� �· “二

�。 ��， ���
�
卜

��

��乏
�。 �，‘ ����

�·�
��二

�。 �，�� “ ���

��� �
，
�

，
�

，
��

证
� 利用 ����

。
定理

，

仿 ����
终��不等式的证法可得引理结论

�

定理 �� 假设条件���满足
，

那么对线性拟双曲型方程组���的初边值问题���式有唯一

的整体广义解 ��
�，

��呀�
�

证�
·

以矢量� ���

和方程组���作标量积
，

然后在 �
�
上积分压� ， � ���

�， 分部积分后得�

，里一，乙

�圣
‘�一

” · ’ ‘

��
。 � �� ， � ��

�� 田
。 � ���， � ���

�一，石

十二 ��， � �‘ � ��②
，

�②��

蚤
��

。
�·

， 。�， “ ，， 。 ” ，��

圣
��，� �� ， � �� 、

� �

一 �艺�一 ��
�� ，� ��一 ‘ � 艺�一 ��“ �二 �

二�

一
， � ���

���

等式两边同时加上一项 � ��� � 。
���

�� ， � �‘ �

、 边将它

灿毕
��

�� ， · ��

卜

争
�，���

， ，、

用它盖住
圣
��

。 � �� ， � ��

�
，

在右边将它估为 �

�，� � 。���
�� ， � �·�

�‘ 寸��
���， � �

��� ���
。 ， ” 。

���
�� ， “

����

等式���右边第一
、

第五项根据引理�可估为 �

�

粤
〔· ���， ‘

� ���，十 �。 。
������之

，。 �，� ��
�� ， �二�

卜 ��
���， � ���

��

于是
，

由���式应用�������环等式就能得到估计式
�

，� �

�
· ， ‘，，毒�

卜�。 � ，�‘一 ‘，，毒�
卜 ，， 。 � ，，� �

�，，几
。 �》

����

、 ��� 。 ，
�。
���一�一�乏

，‘��，� �，�毒�
�一 、 。 � �‘ �毒�

卜� 。
����

由此估计式即可利用参数延拓法证明问题���和���式在函数空间 � 中有广义解存在
，

又因

为间题是线性的
，

因此解的唯一性亦可直接由估计式导出
，

定理证毕
�
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� 非线性方程组的初边值问题

考虑非线性拟双曲型方程组���的初边值问题���式
，

除假定���
、

��试之外
、 还假定�

�
‘���中�‘ �

，
中

’
�‘��“ “ �

�一 ‘， 月

�“ �，���。 甲��
一 ‘， 几 诊�劝

。 甲��
一 ‘， 月

����

它们及其二阶微商在�一 �
，

门的端点上为零
。

引理�� 若满足条件���
，

���和����式
，

则问题���和���的解满足不等式 �

‘� �

�一 ‘��乏
�【一 ，， ，，� ���一 ‘��几�

卜 � 。 � ���
��。
��二

�。 了，� �����一 ‘�
， � �

�一 ‘���
�，�一 ，， 。

续 ����「��乏
�‘�， ，� �。 �几�

「一 � 。 � �‘ ��
�，一 ，， ，�

� ���中
，
职‘
��
� ，�一 ，， ，一� ��

，

伙
已��

，
�� ����

常数�依赖于� ，，
�，， � �

，

��及矩阵�
�
��

，
��

，
� ��
��

，
��

，

� 、 ��
，
��

，
� �����

，
��的界

。

证 � 以� �

与方程组���作标量积
，

然后在�
�

�� � �簇�� 上积分
，

利用边界条件���
，

经分部积分后得
�

� 又

仲，

�一，乙

， · �，
一

卜

�
��

�
�·

，
��·

�

� 丁仁
，���

，

� �

��
� � 「几 �

一 ���
�� � �� � � ��� � �， �

�

�

�

��

� 】十

�

�

�� ��
��‘��

���， � ��，
�� 艺��

�� � 。�， � �，，
�

�二 �

，

���粤�
�

，

��
， 。�，“ ， ， ‘�

��粤�
�

，�

� �� ，

乙 ‘ 乙 ‘ “ 丹

几
，��。

， 。 �

��� � ��
，“ �� ， � �

�� ��
，
����

���， � �

�

� ���
��

， � ����

因矩阵
� �
��

， ‘�
一

�刃有界
，

在等式�’��的两边，‘弓时加上一项�’ � �����
�� ， � ���

�� � �

然后在等式左边将它化为� 一一二止
�

��
� � ， �

艺 蕊

�� � �

、 一一一
一三

�
�中“

，
职“ �

，

可用它盖住
圣
�“ �· �� ， · �

�这一项
。

在等式右边将它估为 �

�

�，� �����
�� ， � ���

��首��
��，， � ���

�� ����
， ” �

���
�� ， ” �

等式����右边的第一
、

第四和第五项可分别估为 �

����

� �

��提 ��
’ ，

门� �
� �， � �

�
，

���
��� �� ， � ��

��� ��
� �� ， � �

�� � �，
� � ��� � ，， � �� ，‘ ������ ， � 、 �

�� ��
，， � 。

�卜首��
���， � ��，

����

��，���

右边第七
、

第八项山引埋�及������不等式可估为 二

，「� �“ 、 � ， ” �

�
一‘ 「� ，

�‘�“
�之�， ” �

��� “ 于��
�� ， � ��

�� ��
�， � ，

�卜首��
���， � 二��

� �’ “�
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由����满足的条件���
，

等式����右边第九项可估为
�

������
， � �

��� ��
。 ， � �

�� 宜
，
��

�� ， � ��

�� �
，

����

由假定���式
，

等式����左边第三项为正
，

第四
、

第五项为非负
。

因此
，

若令����兰 �
� �， � �

�� ��
�� ， � ��

�� ��
��，， � ���

�
，

则由����式应用�
�������不等式立即可导出����式

�

由������ 、嵌人定理可得 �

推论 �� 问题���和���式的任一解有估计 �

���
，
��任� 。 ��

�
�
， � �

��
，
��‘ �二��

�
� ����

引理����
� 设��

� ，，

一
� ��是�个矢量

� ��
� ，

��
， … ， ���

� ，
��的函数

，

对各变量��� ��

次连续可微
。

设�

�
�，

����， �阳
，

��� �孰
一 �

，

门� ��一 �
，

二
， 。 �且令 �

� � ����

通� �‘ 峨

�】���

扛 ��‘ �了

��
。
��

，

���
，

于是有不等式�

� 户
，� �

万灭
�

� ‘� 一几
’ ， ��

，

�夕、
一

� ��一 ‘�，乏
��一 ，， ，，‘ ��丽

，
�

，

一 ‘��毒�
卜 ，， 。 ��‘�

引理�
� 在假定���

，

���与����之下
，

问题���和���式的解满足估计式 �

��
�

�
’ ， ������

一 ，， ，�� ���
’ ，

������
一 ，、 ，，� ��“

���

��
，����

� ��� ，，
��

， ��，
��

，
�，�������

������� �中����
一 ，， 。 � �沙����

一 �， 。 � �
，
�

证 � 作积分��
� ， � ���

�， 可得 �

叠
�·

���， · 、
����

杏
。� �
�一 ‘�·

�� ， · �� ，
一。 ��

�“ ，· �� 。 ， · ���，

����

� �艺�一 ��‘
·

今 �� ��
，

�二 。 刀�

� �

��
���
�
， � � ‘ �

�

一 �几 � �‘ ， ��刀
，

�
，，
��奥

乙

��
�
�
� ，
��中 �‘�， 中 �����圣

「� ��� ’ ‘ ’

� ��

�� 厄���
， � �·，

�
�一，︸

�

� ��
，� �� 一

卜
‘

� ，� ���， � ，��
�一 �艺�一 ��

’

�
��

， ， 一
，

‘石不下
� ‘叭 � � ” ，

尸
�‘ �’

，

����

因为 � �艺�一 ，�’今�����
， 。

�� � 刁�

� �

�
� � ，”

� � �一 � �一一一下丁 吸�
�

吸�
，

� �

一
� 、 ， ‘ ’

�
、

�� � 刁夕、

� �

��
� 。�
�
， � ��� ，‘

�����
�

一

系
���‘�， “ · ’� · ’ ‘ ’�’

一

喘
��‘� ， � � ” ’‘ 一

� ��· ，�
�

， � ��， ��

�

恿
‘最

��‘
一

’ ·

�冬

� 一 �� ��， � ��� ��

����

一
分 一

阴 � �
双

护 ��“
， ‘，� ��

� ’ ·，�， � �， 一 ���簇 ��� ��
� ‘ ·��

� 矛‘ 蕊 ‘ �

�� 刁 ” �

日份石了 互一 吸�
，

刁
，

人 �

� �

���
�

卜 �
，

�，��
、 �·����

��一 ，， 。��
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由��������� 一 万���，石。 ��不等式 。 �知
�

��� ��
���
�� ���

�，。
�孟

一 矛‘ � ‘ �

�

，， 。 ��
�，一 �

�之
��一 �，�

又由引理�知 �导 �
�

��
，

沙入
�

� �

���
��一 ， 。 � �������

一 � 。

故利用�
����不等式及引理�可得

�

最
��
���

， · �

�·
、 】一�， · �� 十 ��

��、 �，��
· ��， ��

�
�
�

�·
��一 �

�
�
�

�·����
二�一 。

�
�� ��

《 � ��� ���
， ，

�‘ �‘ �

� � ��� ���
� ，

�‘ �‘ �

�����「
一 � 。，��

· 二�

一�
�〔一 。 。�·

��· ���
�
�。一 、 。 ��

‘，���「一 ，， 。 ‘��
·��

��

一�孟
� � ��·���

�泣一�

�乏
�

���

、 � ，

了�。
￡一�

同样地
，

有 �

�弓�

��
��一 ， ，，� ������

、 ��
��

�「一 � 。 ���
，

�一 。
����

，「
聂

�，‘� ， · �，· 、 。，， · � 】 一�，，“ �
�

，瞥只
，，· �，�，，
聂

�

、 �，��
· �，，
�
�
�

�·
��一 ，

�
�
�

�·，���· � 】 一�

�
�� �、

‘ � 。

絮尽‘
·，��〔一 ，， ，�

丁��
￡，�，· � 】 一�

��
� � ��·，‘� �」�‘’ � ��

��
�� ��

� 】 ，，�
��

�

��

】���

�
�

�
，�

�曰
�产甩
、�，�

�
���

、 � ，
��‘

�，� ���，�
��一 ，， ，，� �‘。�‘� ���

��
，〔一 � 。 ��‘

，

����

，

即有 �

咧
�，‘� ， � �，� � ，�，， � ��一 。，，� ，「

聂
��‘� ， � �，� � ·‘ ， �

‘一了�分一手
一�二

、

一��于。 �
艺间

�使乙取

‘
才��

�·�， � ���

�� �
�

丁�‘
� ���

�备�
「一 了� ‘�“ ‘

����

对����式右端的最后一项应用引理�可得
�

�

����一�
’

�二 �

�

尹
� 刁 �

�

�

一万 气二万刃一 � 气�
，
� �

��
，

， 、 尸 」 沙� 盖

口 了、 �

� ��，
�，�论「� ���，

� �，，
�“

一

�����艺�共
�牛

�����
�

刁�
’ 沙
气

镬馆��
�，�， � ��，

�� �
�

�
。
���

’ ， ‘��妥�卜
，， ‘，“ ‘ � �� ‘

馆�
� ���， � ��，

�� �
�

����

将����
，

����
，

面的估计方法
，

��
�

�
·

����代人����并在等式����两端同时加上一项��� � �

���
�� ，

最后可导出不等式 �

， ‘�一几�
�一 ，，

，，一

十 一。 �一 ‘�一乳�
「一 ，

� ，，� ���
���

�，�
�‘��，

� ���

�， 然后用前
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、 � �
��

、 ，
��， ��，

��
，
��
�，。�一乏

�。 二 、 � �，�忿�卜
，， 。 � �‘ �豁�卜

。 。

��������
� ，�。 ，

���
�。，�卜 。 。� ，，

。 � �，�，互
�‘，�卜 �� ，，

。 � �
，‘

应用��������不等式立即可导出����式
�

有了估计����和����式
，

再由方程组���即可导出� � 。
��

，
��。 �

�
����

定理�� 假设条件���
，

���与‘���式满足
，

则问题���和���式存在整体广义解��
� ，

��
�

任�
。

证 � 取函数空间�

� 二 � ����卜 �
，

门���
，

月�门乙
，

�甲��一 �
，

门�「�，

刀�门乙
��甲��一 �

，

月���
，

刀�
一 一 ��

、 一

�� 一 ’ 一 ” � 一 ’ 一 打 � �
一 �、 ‘ ’

�� 一 ’ 一 ” � 一 ’ 一 』产 ， � 一 。 、
�� ’ 一 � ， ‘ 下 一 ”

作为基空间
，

运用����� 一 ��������不动点原理来处理
�

对每个
�
任�

，

构造一个 � 维矢量值函数
� ，

它是下面的带有参数 又 ���又��� 的线

性拟双曲型方程组 �

�

� 。 � 艺�一 ��‘ �
���

，
���

��� � �

�� �

����
， 、 ，

�� 又艺�一�
」

今
下��

�

��
，

�� � 乡�
’

� 二

��
�，�

一 ���
，
��一 又〔艺�一�

， �
绮

�‘� ， � �，，一 �‘·，，一 子“
， ‘， ����

在边界条件���之下的广义解
，

由于定理 �的条件显然对����式全部满足
，

故 ��
�，

��被唯一

地确定且 � 〔 �
。

� 和 � 的对应定义了一个 �一 � 的函数映射 ��
，

这里 ��又� �是一参数
。

对，� 〔
�

，

象 �，�
任�协 �

，

且由定理 �知
，

当 ��� ����� ��寸
，

���，� �����
�

因为嵌人映射 �

‘ � 是紧的
，

故我们只要证明
，

对任意给定的 又 ���又���
，
�之关于

�
是连续的

，

则映

射 �� � ，�“ � 是完全连续的
�

事实上
，

设 �
一 �，�，， ��� �，��，

记 � � �厂��，

则有 �

� � 】
� ��
十 艺�一 ��“ �� ，��

，
���

�二 � � ‘
����

��� �

一� ，艺�一 ，�’

今�二 � �二 � 子夕、

�����
，， � ，�

��
，�，�
�一 ����

�， � ����
��，�
�

� 一 又于艺�一 ��

根据微分中值定理
，

�
绮〔��� ，， � ��

卜 ���
�， � 、 ，卜 『�‘� ，，一 �‘� �，，

“
，�，

�一 ����� ���
，
���

��七

生 �

� ��“ ，· 二

气，� “
恿
‘一 ，，’
方

田 ��
，， � ，���

���艺卜卜�

一 一 衬艺�一 ��’ ，二丁��
��

，。 ’

�
� ， 一 � ��� �，， ’

�� 、 一 ” ��
�

�
� �、 ‘�

� 石
， 。
�

， � ，
杯

五落乙 是丁否� ��
�

。
几

刁犷 �

�
� ， 一 “ �

�� �
�� ’

�� ， 一 � ��
�

�一 茸
‘ ’

�
� ， � ���三 ���

，
�� ����
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其中
“
�

”

表示函数取中值
。

又因为�

�
��一 �

，
��一

�
��

，
��� �

， � 二�

�一 �
，
��� � 二 �

��
，
��二 �

���
，
��二 �

， � ‘
��

，
��二 �

�����
。 � ����子��

��‘�二，�叶 �
，

当�卜
、 一 � ���。 一 �

����

因而由定理�得到 �

并可验证
，

对 � 的任一有界子集 �
，

映射 �，� ��� 对 又 ���又��� 是一致连续的
�

当 之� �时
，

由定理 �知对脚 呀�
，

��� � �。 存在唯一的不动矢量 ��
�

现在考虑具有参数 又 ���又��� 的非线性拟双曲组 �

� �

� 。 � 艺�一 �����
�
��

，
���

�二
� ” �“ ，
一

’� “
恿
‘一 ” ’

方
「��‘�，

� �

��
��，

� ���
，

��一 又艺�一 ��
� 分 ， � ” ，

兀下 叹函酥
�
� ‘� ， � � ��十 ‘ �叹��

口 �、 蕊

����

由引理 �与引理 �的估计式����
，

����
，

����
，

����式
，

问题���和���式的所有可能解在空

间 � 中对 ��又� 】 是一致有界的
。

于是
，

根据 �����一�������
�不动点原理

，

对 还任��
，

��
，

映射 ��至少存在一个不动

点
�

特殊地
，

当 又� ���寸亦即问题���和���式至少存在一个整休广义解
�
��

。

定理 �� 问题���和���式的整休广义解是唯一的
�

证 � 假设问题���和���有两个广义解
� 和

� ，

于是 � � �一� 满足下面的方程组 �

� �

� 。 � 艺�一��� 、 ��
，
���

��、 � 艺�一�‘ � ‘ ����
�， �

�

犷艺�一 ��’

卜 。 刁�

�����
， � �

��
���

�� 艺�一 ��
’

�又下
上 �

� 、
��

� �
�

一
�

子�
�

� ‘ 、

� � � �

� � �

� 。

砚
�几 ” ’

方
‘
恿

，�
�

兀刃一下蔺一 �
刁 � 刁 �

� �

�� 亘
‘
���

·
� 二 � ����

和初边值条件�

�
��一 �

，
�����

， ��� �
，
�

二 �

�一 �
，
��二

‘，，二 �
��

，
��� �

���
，
��二 �

‘

��
，

��一 �
����

由引理�和引理�， 矢觉值函数
� � 、 ， � �，

��一 �
，
�

，

�� 在�
�
中均有界

，

因此�维矢

量万亡
‘�， �一 � ��和� � �的�������矩阵

。 �
户

刁�’ 刁�’
�

� �

��
，
�一 �

，
一�也都是有界的

�

以�
�

和方程组����作标量乘
，

然后在�
，

�� � ���� 上积分
，

分部积分后得 �

蚤
��

，，
� 。
�、

一

全
「� ���

、 � ，

全
‘� �‘一 ‘，�

�� ��
�
����

���，
�

���

�� 艺��
���

，
� �

��
�，�，

� ，�，

�
��

�一「�� 、 � �� � � ��� � �， �
�

门 � ��
，�

�� ，
� �

�� ��
，
����

��，，
� �

�



��� 郑 州 工 学 院 学 报 ����年

� 尾
‘ ·
�

，
� �

�一 艺��
。
云

�、
�
� ���， � �

七
�

�上� ����
】� �

又不止
�

�

� � ” �

� �
�

�一
女
「
女誓奥

一

二 ‘ �

—
� 。

�
�

刁�’ 刁�
� � ‘ � � 吸， � �

在等式����两边同时加
一

�一项��� � ����
、 �

和以前一样作估计
，

并注意到�连续可微
，

就可以得到 �

�
���

且当
�
在有界集中变动时

，

澎���也有界
，

一 ‘��乏
�「一 ，， ，，� ���一 ‘��乳�

「一 ，， 。
、

‘ �‘��� �

�� �
、

�
���幼 ��

】����

即

��俐��
一 ，� 。 �

��
，

���� ����

��������不等式
，

由����式立即可以导出 �资�
， �二

� ，

定理证毕
。

‘厂用��利
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