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本文给出了抽象囿变函数与绝对连续函数在适当的范数意义下均构成 ������

空间的结论
�

������空间
，

范数
，

囿变函数
，

绝对连续函数

预备知识

实函数中囿变函数与绝对连续函数是两类重要函数
。

它们能否构成 ������空间� 本

文在更为广泛的意义下回答了这一问题 � 在任何 ������空间内取值的囿变函数与绝对连

续函数在适当定义范数之后均构成 ������空间
�

为了下面的需要
�

我们规定 �为 ������空间
，

��
·

��
，
为其范数

�

设 �， �为映��
，

��人 �的二映射
，

规定运算 �

������
�
�二 �������

�
� ������� ����� �� 为数�

定义 卜 设 �� ��，����，

考察区间��，��的任一组分点� � 二 �。 � �，�… � ��
� �

令����
。 ， … ， � 。

�一 艺，���� ��一 ��� � � ����
， ，

当分点变动时称上确界 ��� � ，�� 。 ， … ， � 。
�

� � � ��。

一
， � 。 》

为 �在��
，

��上的总变差
，

记为���
�

若���� 十 ��
，

则称 �为��
，

��上的囿变函数 �或称

有界变差函数�
，

所有��
，

��上的囿变函数之全体记为 ��
��

，

��
�

若 � � � �� 为实数�
，

则 ��
��

，

��即为实函数中的囿变函数 �有界变差函数�的全

体
。

定义 �� 设 �� ��
，
����

，

如果对 ��� �
，

存在 占� �
，

使当于��
、 ，

�
�

��是��
，
��上任一族有

限个互不相交的开区间
，

其总长度 �

艺��
，
一 � �

�� 舀 时
，

不等式 �

�

收稿日期
� ����

�

��
�

��
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艺�����
�

�一 ���
，

���
， � 。

成立

那么称 �是��
，

��上的绝对连续函数
。

用 ��
表示��

，

��上绝对连续函数的全休
�

显然
，

若 �� � 时
，
� �
��

，
��即为实函数中绝对连续函数之全休

。

在上述定义之 卜
，

囿变函数 �绝对连续函数�与实函数中囿变函数 �绝对连续函数�

有着许多类似的性质及结论
，

证明可仿实函数中相应结论的证明
。

为讨论本文主要内容
，

在此就不在赘述 了
，

仅以引理的形式给出证明下节定理 �
、

定理 ��付所需要用到的几个结

论
。

引理 �� 设 � ，

口为二常数
�

�� 若 �呀�
���

，

��
，
���

�万�
，
��

，

则
���刀��� 。「�，

��
，

� � �

且��
��� 刀��毛 �

����几� �口������

��� 若 �
’

好�
�
��

，

��
，
�呀�

�
��

，
��

，

贝��，��刀�任��汇�
，
��

。

引理 �� 若� 二 �
，

则 �为常映射
。

引理 �� 若 �呀�
���

，
��

，

贝��必有 �呀�
���

，

��
。

下面给出本文的主要结果
。

� 定理及其证明

定理 �� 在 ����
，
��上定义范数� �����

则 ��「�
，

��构成一 ������空间
。

证明 � 先证 ��
·

��满足范数公理
�

� ��������
， � ��� �

�
�

】 �

���

����

�����

����

��及 ��盯 ��� �司����� 显然成立�

�

� � 叫卜
二

争 �，���� �且��几� � 裂翼 ���� 二 � �其中 �为 � 中零元��

���� ���� ��仪��� ������
， � ���� ��

引埋�

镬
��几����

�� ��������
， � ���� ����� ������ �����

再由引理 �知 � ����
，

��为一赋范线性空间
。

下证其完备性
。

设风�是 ��「� ，

��中任一基本列
，

即对 �。 � �
，

存在 �任�� ��� 为 自然数集�
，

当
� ，

��� 时
，

有 �

�������一 �
�

�����
， � ���二 一 �

。

�� “
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�

从而对侮一
� ‘ ��

， ”�
，

有 �

��
�。 一 �

。

�’ � 、 一 、 ��
， � ， ”�

� ���二���一 �
。

���一���
��� �

二

�����
， � �������一 �

。
���一 �二���� �

。

�����
�

� ���
����一 �

二

�����一 ���二���一 �
。
�����

，

故当�
， � � �时

，

���二���一 �
。
�����

，� ���二���一 �
。
�����

，� ���。 一 �
。
�� ‘

从而对每一
� 〔 ��，

��
，

于几����为 �中基本列
。

���
�� 万万言 ����

， � ‘ 「�，
��

·

又因为对每一
� 〔 ��，

��
，

当 �
， ��� 时

，

�，�二
，

便得 日��
�卜����� ��

�� �，

从而 �

因 � 为 ������空间
，

故低�
���收敛

。

设

�����
�
卜���

������ �
。

固定 � ，

令

�
�� 二丝笋 ��

�
�

� ��知 召艾�

�任��
，
��

又 由于���为基本列知
，

于���有界
，

即存在 � � �
，

使得 ��几月�� �� 呀���
，

故 �

���
�

�� � �� ‘ ���

对��
，

��上任意一组分点 �

� ���
。 ， … ， � 。

�一 艺

�二 �� � �� �
� ’ “
� �� �

����
� ��一 仪

� �一 ，
���

，一

�
，

当分点取定后
，

由于 �

艺��� ���二�� ，�一 ���� �
一 ，���

，

一 ��� 艺一��
二�� 。�一 �����

� �
���

，��
口 确 团 亩� �

所以� �〔 � �
��

，
��

。

最后再证 � ���� ��】 一
�一一》 �

� ��净 《艾〕

由于� ，

� � ��讨
，

���
。 ���一 �

。

�����
、 � 艺，�����。�一 �。 ��。�一 �二���一 ，

�� �
。

���
一 �
���

，

簇 ���二 一 �
。

��� “

对一切划分△� � 一 �。 � �， � … � �。 一 �皆成立
�

上式固定
� � �

，

令� 一 。 得 �

一�����一 �
。
�����

， � 艺�����
。
�一 �

。

��
。
�一 ���

。 � ，
�� �

�

�‘
�� ，
���〔 。

故� ������一 �
。

�����

亦即当� � �时有 �

， � ���一 �
�

�《 ￡

���一 �
。
��� “

所以
，

���
。
一 ��� 一一一一州� �

。

� 一净 《艾〕

综上所述
，

便知 ��
�
��

，
��

，

��
·

���为������空间
。
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定理�� 在�
�
��

，
��上规定范数� �����一 ��������� ����则�

�
��

，

��为��� ���空间
。

证明 � 由定理 �及引理 �知
，
� �「�，

设于�
。

�为 � 。��
，

��上的基本列
，

证明可知
，

存在 �呀�
���

，

��
，

使得 �

� 。�、 三翼
。 ‘�、 日

�

��为赋范线性空间
。

下证其完备性
。

由引理 �知于�
�

�为 ����
，

��上的基本列
，

由定理 �的

���
。
一 ���

所以 � ��� �
，

存在 � 〔 �� ，

当 ��� �付
，

���
�
一�

—，争
� ��李 以〕

� ￡��
，

�

故���
、 一 ��� “ ��

。

由 ��任� ���
，
��知

，

对上述
�� �

，

存在 占� �
，

使得当��
�、 ，

�
，
�冬为��

，
��一任一有限

￡

朽开区间族
，

其总长度艺��
，
一 � ，

�� 占时
，

总有 �
艺���

�
��

，

�一 ���
，

���

所以 �

艺�����
，

�一 ���
，

���
， � 艺���

�
��

�

�一 �
�
��

，

���
，

���、 ��
，

�一 ���
，

�一 �、
��

，

�� ���
�

���
，

一一

名一�
�

�一，‘

���
�
��

�

�一 �
�
��

，

���� ���
、 一 ���

。

艺���艺︸十簇

故 �呀����
，

��
·

又���
�
一 ��� 石二才

�
，

从而 � ���
，
��完备

·

所以 �� ���
，
��

��
·

���为 ������空间
。

由定理 �和定理 �有 �

推论 � 若囿变函数按�
�

�定义范数
，

则绝对连续函数必为其闭子空间
。
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