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带非线性存储的半线性抛物型

方程解的 ����一��
’

王书彬

�郑州工学院数理力学系�

摘 要 � 本文利用凸性方法对带非线性存储的半线性抛物型方程的非线性初边值问题
�

�
� � 一 △� ‘ ’�

�“ 一 ” “ �“ ， ” ，‘ ’ ‘ �‘�， ‘�“ “ ” ，
的，

刀四 � � 一 价��� ��，。 � ��
，

田�
子�

���
，
��一 � 。

��� �� �

给出了解发生 ���，一��现象的两个充分条件
，

推广 了文献��了
、

�刀中的某些结果
�

关键词 � ����一” 现象
，

非线性存储
，

凸性方法

非线性抛物型方程解的 ����一��现象是一种重要的渐近性质
，

对它的研究具有很重

要的意义
�

文献���一���分别研究了线性方程非线性初边值问题
，

半线性方程的线性初边值

问题和半线性方程的非线性初边值问题的 ����一��现象
，

文献阵�研究了带非线性存储的

抛物型方程的混合问题 �

△ � �

��二 �

���一 丁������
， 丫���� � ���� ��� � ��

， ①�

��，� � ��
，
田�

��� � 。
��� �� �

��，�，���
了����、�

�

的解的 ����一��现象
。

本文将考虑带非线性存储的半线性抛物型方程的非线性初边值问题 �

����

� � 一 △� � ��
��卜

，������
， ����� � ����

“器
� � 一 ，‘�， ��，“ � ��

，
�，

��� � ��
，
��

毛���
，
��二 � 。

�
�
�

其中 � 是 �
”

中的有界 区域并且边界

�� �

观 适 当光滑
，

塑为
� 在

。 。 上的外法 向导数
，

����
，

����
，
����

，
中���均为实值函数

，

口��为常数
。

�

收稿 口期
� ����

�

��
�

��
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在第一节中证明了在一定条件下问题 ����的光滑解 ���，

��及 ����
，

��的非负性 � 第二

节利用
“

凸性引理
”

给出了解发生 ����一��现象的两个充分条件
，

并指出了文献 【��的某些
结果是本文的特例

。

� 基本假定和基本引理

在本文中我们假定有条件 �

��
。
�� ����。 � ’

��
十

�
，
����� �

，

�
产

���簇 �
，

了厂
������一 � � � ��

����� �
，
厂���� �

，
����。 �

’
���

，
����� �

引理 �� 在假定条件 ��。�下
，

假设 �。
�
����

，
中�����

，

则���题 ����的光滑解 ���
，
��

��
�

��
，
��‘ � � 田

，
��

�

证明 �
作代换

���
，
��� 。 一“ ，���

，
�

人
�

� �

一 乙么� � “ � 十 � �

， � 为常数
，

则 ��
�，

��满足 �

���一
�
�����

� ， ����� � �“ ����
一竺抑��

� �

伍��
了之������、�������

����

���
，

� ��。 一 �吐 ，���

��� � 。
���

如果 ���
，
��在 几 ‘ ��

，
��内有负值

，

则
���

，
��在 。 � ��

，
��内也有负值

，

必存在 ��。
，

与�

呀。 � ��
，

��使
�
�
� ，

��在此点达到负的最小值
，

于是 �

� �〔� 。 ，
�。 �� �

， △ ���
。 ，

�。�妻 �

从而有 �

��
� 一 △����

。 ，
�。�簇�

但是当我们取
� � ����， 在点 ��

。 ，

���

，� � � “ ’

丁�
��卜

������
� ，

�。�处 �

����� � ��，����� �

这和���矛盾
，

因此可知���
，
��在 。 � ��

，
��内没有负值

，

亦即�

��
�，

��� �
，

�
�， ���� � ��

，

��
�， �

�

一
� ，

��
， 、

���
、

入，�〕
‘

��
�。 一 ‘� 中‘��一 �蕊 �‘ ，

子� ， ‘

利用抛物刑方程的强极值原理知
��。 � �， 也即�

���
，
��� �

，

��
，
��‘ 分� � ��

，
��

当�一 �时
， �
�
� ，
��二 ���

，
��二 � 。

���� �
·

总之我们有 �

、二�
� ，

��� �
，

�
� ，

���� � ��
，
��

引理 �证毕

引理 �� 在假定条件 ���� 成立下再假设�

��� 。��△ � 。 � �
，

��
任�

�一印，
�����
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及联接条件 � � �

�
� ，
���△ �。����。�

则���题 ����的光滑解 ���
，
��满足 � �

� �

��
，
��� �

，

��
，
���� � ��

，
��

证明 � 令
�
��

，
��一 � �

��
，
��

，

则
�
�
�，

��满足 �

�
� 一 △ � � ����几���

，
���� �

�

�
’
��一 �������

， ����� � �，
����

再作代换
���

，
���

� ��。 一 中，
����

��二 △ � 。 � ���
。
�

� “ ���
，
��

， �为常数
，

则���
，
��满足���题�

抑一御�，

�

叨��

�一 �� �‘
����� � � 一 ”

����������
，
�����

�
‘
�卜

�������
， ������

� 中‘
����

� 。 � ���
。
�

︸场△���△���一人一�，汽蟾���
�

�
少������、�，��������

����

对问题尸���
，

令� � ���
� 试 ��

，
��

���
， ��

，

� � ���
�‘ � ‘ �

官���
，

并注意到 �

�����������
�

，
�卜

�������
， �����

一 �������
。
��了

���一 �

尸些立
�二卫�

�

� �������
。
�� ��‘�丁

� ��������〕 �

，������
， ���

� �丁

���

当取
�� � � �时

，

类似于引理�可以证明�

���
，
��� �

，

��
，
���� � ��

，
��

因此可知 �

� �

��
， ��� �

，

�
� ，

���� � ��
，
��

引理 �证毕

附注 ，� 在引理 ，“ ‘引理 �的条件下又寸“
一

二

边界条件翼
一 �结论仍然正确

，

它可以利用

强极值原理来证明
。

引理 � 〔�〕 � �凸性引理〕 假设 ����〔 ����，
��

，

����� �
，
�
‘
�����

，

并适合 �

�����“ ���一��十 。 ���
，
�������

，
�呀��

，
��

， 二 � �

则� �� �������
，
���

证明
� 注意到 �

�����
一 “

�
，‘ � 一 �����一

’
������“ ���一 �� � 一���

，
����

’
�� �

故知 ����二����
一“

在��
，

��上为凹函数
，

由数学分析知识可知凹函数图象总在它任意点切线
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的下方
，

特别地在 �二 �处切线之下
，

从而有
�

����毛 ����� �
，
����

����
一 “
簇 ����
一

���
‘
�������一

’

即� ����
“
� �

� 十 ’
��������一 。 ��‘����

一 �

当 ���������
‘
����付

，

�������
，

故知 �� �������‘���
。

引理 �证毕

� 师�题 ����解发生 ����一��的条件

本节我们给出问题 ����的光滑解发生 ����一��现象的两个充分条件
。

定理 卜 在条件 ����成立下再假设�

��，
� �。�

����
， �����手�

，
中�����

，
中‘
���� �

，

△ ��������� �

����存在常数 ��� �使得 �

��
‘
���一�卜����������������

�印‘
���一������中�������������

则问题 ����没有光滑整体解
，

即如果有光滑解

��� ��� ���
，
��� � 的

“ ����

��
�，

��
，

那么存在 �。 ，

�� �。
��

’

使得 �

�

其中
�

�
‘
一

击，。 ���
·�，。 ��

一 ’ ‘△一 � �‘一 ”�·

证明� 如果问题有光滑解
，

取�
�

使�
’
� �

记� � � ��� ���
，
��� ① ，

由引理�和引理�知��

� 洲
低 � 一�

���
，
��� �

， � �

��
，
��〕 �

，

构造辅助函数 �

�
�，

��。 。 � 田
，
� �
�

�一�
一一

�

“ ‘，一了
。

专
�‘ ， “ �，

�，���一丁
。 � ‘ 一 ’ � ��‘ ，

��

��
、 � �

， � �

，
���一�

。 �

�
一 ’
�△ � 。 � ���

。
�一�

� � �

“ ‘
���一了

。
�‘一 ，�� ‘ 一 ’ �

�
�� �丁

。 � ‘二 ’ � ��
��

一 �了
。 �卜 ，�� ‘ 一 ’ �

�
�� 一丁

。 �卜 ���
‘ 一 ’ � ，

阵
� �丁�

��卜
����

、，��
， �
���

� � �������

��
。 � ‘ 一 ’

阵
� � � ��������� ��

�
‘
�卜

�������
， ����� � �

�

����
�

��
�

一 �丁
。 �‘ 一 ，�� ‘ 一 ’ �

��
� �丁

。 �‘一 ‘�� ‘ 一 ’ �� ·
��

�
��
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�丁
。 “ 一 ，，“ 一 �，� ‘ 一 ’ � �，��，’ �� 一了。

� ‘ 一 ’ � �

癸
��

可
。 �‘一 ，�� ‘ 一 ’ � �

��
��卜

�������
， ����记� 一丁

。 �‘一 ，�� ‘ 一 ’ � �������

一，。 �‘一 ，�· ‘ 一 ’ �二 �· �
�· �，。 · ’ 一 ’

鲁
��

�丁
。 � ’ 一 ’�‘

����
，
�� �丁

。 � ‘ 一 ’
������������

�
‘
�‘ 一 ������

�， ������
�

一 �歹
。 �‘一 ，�� ’ 一 ’ �

�
�� �丁

。 �‘一 ，��‘一 ��� ‘ 一 ’ � �

一��一’��

��
。 · ‘ 一 ’「·

鲁
一 �，一 ���

癸
】��

��
。 � ‘一 ’ � �

���
产

���一 �‘ 一 ，�����一 �‘ 一 ，�丁�
��卜

�������
， ��������

��
� � ‘ 一 ，

����������了�
�

‘
�卜

�������
， �����祖� ���

由假设可知�

�� ， 、 �
� 了� � 、

「�计
一 “ 一 ” � �

嚣’。 一 ‘方
�〔，“ �，� �一 � �’洲

，

一

贡
卫 � �「，‘�，一 �，冬

·。

一

会
· �「，，‘·，一 “ 一 ，，。 ‘·，� “ 一 ，，·，。 ， �

���

��，
���一 �‘一 ，�����一 �，一 ��丁�

���一 ������、
， �����

� ��’���一 �‘一 ，�����一 �卜 ，�����丁�
��卜

����

� ��，
���一 ��一 ������一 ��一 �������� �

将���式和���式代人���并注意到���式即得 �

���

，‘ ’�‘�， �丁
。 �‘ 一 ，�� ’ 一 ’ �

��
�

所以 �

�����
，，
���� 互全二��

� 。 ‘�、
�

。 ‘一 ’ 。 ’��

� “ 孟 ‘ � �

��午卫
「，。 � ‘ 一 ’ � ��·�

一
兰尸

。 �

����
�

���一 ���
， ， 、 �

�

即 � �����“ ���一 一一一了一一
�

��
‘

���� � �
东

取�

一旱����
· � ，� ���一 ��

�

利用引理�可知存在�
。 � �使得 �
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� 。 、

恶
一

击 ‘。 ·�‘
· “ 。 ·

�
一 ’
阵

· 。 � �‘一，，‘ · 全
�

当�一 ����时
，
��‘����

因此有 �

���

卜
�奋

���
皿‘ �

� 以�，

���
，
��二 � ��

定理 �证毕

附注 �� 定理 �中我们假定了条件�

��，���一 ��一 �������� ������� � ���

如果 ����
，

����是多项式时是非常容易验证的
，

但是如果 ����和 ����是指数形式时这个条

件使用起来就不太方便
，

例如取 ���介 ���� � 又����一��
，

其中 兄
、

�
、

�为正常数
，

那么���

式相当于 �

�����一�卜���������
��一����

除非知道
� 的变化范围这个条件是很难验证的

�

为此
一

下面针对源函数为未知函数的指数

形式的情况给出 ����的解发生 ����一��现象的条件
。

定理 �� 在成立条件 ����的情况下
，

再假设�

����
�������

，
中�����

，
中‘
�����

， △�
�������� �

����存在一个常数
� � �使得�

�’ ���一，�������几�����

中
‘

���一仪印���� “ �一���

则问题 ����没有光滑整休解
，

即若有光滑解
，

那么必存在 �。 ，
���。��

’

使得 �

��� ��� ���
，
��� � ①

卜
�『

其中�

�
’
一

士，
。 · ‘ ��

�· �‘。 · “ “ 。 ‘△� 。 � �‘� 。，，�·

证明 � 如果问题����有光滑解
，

取�
，，

�
’
� � ，�

记� 二 ��� ���
，
��� � ��

，

由引理 �和引理�知 �

� � ��
，
� 一�

��
�，

作辅助函数 �

����

��� �
， � �

�
� ，

��� �
，

��
，
��“ 。 � ��

，
� �
�

�� 。 � ，

二 一 ， � ��
、

以
� �

�
‘
���� �

� “ � � ��
口 ‘� �

�����

�
，
���

去�
。

一
。 � ， 。

一了
。 � ’ “ 。

�△� 。 � ��� 。
���� � �

‘，����一 丁
。 ，� “ “ �

�
�� � 了

。 �“ � ��
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�丁
‘、 ，� “ ” �

�
�� 一丁

。 ��‘ “ � �

阵
� ��’���卜

�������
， ����� � ����孙

�

�歹
‘��“ �

�△� � � ��������� ��
�

‘
�卜

��坟���
， ��，�� � �‘

��，� �

���

�、。 二
‘

二�
�· � · ’，。 ·“ · 、

���
’ �· ��。

· “ “

誉一
�

器，
�

�了
。 �’ “ � �

��
’
���一 �����一 �

丁�
��卜

�������
， �������

� 丁
。 � ‘ “

加����
���丁卜

‘
�‘ 一 �������

， ����，��
� ���

由假设条件可知 �

唠
�

以� 塑
�

��
」

用

一

会
〔。 “ �，� �

一
’‘ 一 “ �

会
〔。 ‘·，一，。

一

去
· �

�，“ ·，一
，‘·，� �� 一 ��。 � � ���

了�
��一 ，����一 �

��
��‘ 一 ，�����

� ， �����

〕 �
，
���一 仪����一 “������ �

将式���
、

���及���代人式���得到 �

�产����� �丁
。 二� ‘ �

��
�

从而知 �

‘���‘刀���� ��
。 。 “ ���

。 �“ �

�
��

� �汀
。 �一 � ‘

���
’ � �。 ‘

����
，

即� �����
，，
���一 �口

‘
����

’ � �

利用引理�可知存在�
。 � 。使得 �

���

。 ·
丁 �· �丁

。 ·“ � 。
�△· 。 � ��·

。
�。 �垒 �

‘

�一仪

一一����一�’���提�
�

��� ����� � 的
�‘ ��

���

卜�奋

���
� ‘ �

���
，
��” � ��

附注 �� 当 坟��三�时定理 �

献「��的结果是本文结果的特例
�

附注 �� 本文的结果可 以推歹

定理 �证毕

和定理 �就变为文献���中的定理 �和定理 �
，

因此说文

‘ 一

到更一般的问题 �
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�

一 艺绘
“ 。�

鬃
，�丁�

��‘一，����‘ ， ‘，，�‘ � �‘�， ��� � ��
，
��

凡�二 飞

刀艺
�

��
�

—一 �
��刁�

�

� � � 切��� �� ” � � ��
，
的�

‘�� 盆

���
，
��� � 。

���

其中� � 。����一 ”
产
��是

�
的适当光滑的函数

，

�

并且满足�

艺
� ，、
�

、

�
�� ，艺��

��， �。 �
“ ， 。 � �

‘
�

�， �二 �

�二 �
�，， ‘’ � 。

�是外法向方向
。
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