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关键词 �

以三个移动和三个转动自由度的空间直角坐标推导了空间弯曲和扭转形杆的一系

列纂本方程式
，

通过解决应变为常量和零时的位移与应变关系
，

建立 了形杆的刚

体和常应变模式
�

以位移为塞本函数
，

形成了单元的有限元模型
�

分析了三个自

由振动的例子
，

计算结果与实测值十分一致
，
证明了公式和单元矩阵的正确性

�

平衡方程式
，

运动学
，

单元矩阵
，

有限元法

空间弯曲和扭转形杆
，

在机械
、

建筑等工程中应用很广
�

这种形杆可用一些直线形梁

单元的组合进行有限元分析
�

但是
，

这种方法引起形杆的几何形状误差
，

尤其表现在节点

处法线与中心线不确定
，

因而
，

在节点上出现某些应力值
‘

突变
’

现象
�

若采用平均值法求

节点的真实应力值
，

又会引起另一种误差来源
。

一方面增加单元的数 日
，

可以减少形杆的

几何形状误差和其它误差
。

另一方面
，

建立一种中心线弯曲和扭转为常量的单元使几何形

状误差减少到最小值
，

从而有效地降低了整体误差
。

有限元法的早期
，

建立了一些平面弯曲单元「��
。

其公式是以柔度法为基础建立的
，

刚度矩阵靠求逆法得到
�

由于没有采用位移形状函数
，

通常不可能求得一致载荷向量和质

量矩阵
�

在近期
，

建立了预扭转
，

弯曲和螺旋形杆的有限元模式降一��
�

本文推导了空间

弯曲和扭转形杆的基本方程式
，

建立了单元刚度和质虽矩阵以及载荷列阵
，

最后举例说

明
。

平衡方程式

考虑一个空间弯曲和扭转形杆见图 �
。

形杆的内力和内力矩分别用 �和 � 表示
，

单

位长度的外力和外力矩分别用�和�表示
�

应用弹性力学的常规符号
，

可以写出具有一定

长度形杆的平衡方程式如下 � 见图 �
�

�

收稿口期
� ����

�

��
�

��
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图 � 总体和局部坐标系

对于移动平衡
，

图 � 内力和外力

�
� 一 �

� � ‘����
����一

最‘��
�“��

���

式中
，
�一单位长度的质量

， �

一位移向量
�

对于旋转平衡
，

�
� 一 �

� � ��
� � �

�
�一 �·

� � �
���丁��‘一 �� ‘ ” �

一

最���
�一 “���旦�’

�

��
‘ ��
刃�� ��� 令

式中� 扮一单位长度的惯性矩
，
口一转角向量

。

式���可以表示为如下形式�

。 �， ，

�
�� ，

�
� 。

� 二
、 、 �

� �
，�， ，

止
� 、 �

�

�
�

��兹��
� �� � ���� �� � � � ���“ �一示�

�

�，
� �� � “ ���

考虑到杆形的长度是任意的
，

要满足式���则需要 �

�
� �

�� � �� � 二 �
， �

�

万士� � 寻三 � � � � � 共普 � � � � � � 一 于 ���� �
� � ��

��一
’

�� 一 、
’

一
’ 一

��
’

一
’

一 ’

一 ��
“ �一 ’

一
” 一 尹

式中 �� ���为单位长度的切向向量
，

并用 �表示
，

式���可以表示为 �

���

���

晶
� � �· �� � �

豁
� � ·

�� “ 一 �万� ��‘
� “ � � · “�

���

同理
，

可以把式���表示如下 �

��
�

石 � ，，

�几二丁 �十 � � �� �

��
���

由式���可知
� � �������� � �

���可以简化为 �

������� � �� �� � �

百� �
� � 石

，

将此式代人式���
，

并注意 奋三石
，

则式

由式���和���组成空间杆件的平衡方程式
。

其中
，

���

向量的大小可以用总体座标系 �
、

�
、

�或局部摩标系
�

、 �

�
、

�

� 一 ��� � � ���
、
的爹吴来表示

， ，

例如力舜向量可少表示坎
�

� �
，

�
。

飘 � � �
�

� � �
�

� � �
�

�， 乙 ， 又 ‘ � ，
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，

��



第 �期 易恒杰等�空间弯曲和扭转形杆动态特性的有限元分析

在有限元公式中
，

表示内力的大小最好是根据它们的局部或单元座标系的分量来表

利用局部座标系的分量
，

计算线段 �的导数
，

例如对弯曲力矩向量
�

��

��

��

��
� 一 �

��

��

� 一

一 〔 � 州卜
�

�， � �，�兹
� �

��
， � �

��
，

丽
� �

�

兹
�，��

��

式中� ��具有单位长度
，
���表示单位向量的方向增量变化

�

��
。���表示曲线 �的弯

曲和扭转量
，

并用 � 表示 �

�
�

������� �
，������� �

�

������二 � � � ����

式����可以写成
�

�� ���� �
， � � � �

利用局部座标系的分量表示平衡方程式向量的大小
，

并注意到 �二 ��
�

平衡方程式可

以写成�

�
‘ �长 � �� 贾一 ��

，

�
‘ � � � � � �， � �� 己一 �口 ���

，
���

其中�

��
，

��
。

��
，

�
‘
一 万萦

“ �
十万寸

“ �
十万爹

“ ��

��
�，‘

�

����
�

，�
�

下子
一
�

�

�

�� �

� 空间杆件的运动学

设一有限长度的杆件受到拉伸
，

剪切和

弯曲变形见图 �
�

在杆件整个长度上
，

转角

向量的变化为�

” � 一 ” � 一丁��
�‘�，��

����

式中� ����表示曲线�的弯曲 一 扭转率
�

根据前述的方法
，

式����可写为�

�
” 。

乙
目

矛尸 口

了���
�“ ���一 ����一 � ����

得 � �����一 � ����

对于拉伸和剪切变形
，

位移向量
�的变化为 �

· �

一
���‘

“ � ‘，��一 ‘��
·�� �，��

式中� �� �项是由刚休转动引起的位

—
一刁卜 �

图 �

移向量
�

如这部分位移向量从整个位移向量变化中除去时
，

移变化就能够得到
。

同理将式����写成
�

位移和转角

由于弹性拉伸和剪切引起的位

「�， 丁�� ���� �、 �一 �飞��� �
‘ ��

’

得 � “ � �� ���� �� � ����

式����和式����是描述空间杆件的线性应变 �或弯曲一扭转率�与位移 �或转角�关系

值得注意的是在这些方程式中 �和 � 是独立的向量
。

没有应用克西荷夫关于转角是
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位移导数的假设
�

因此
，

式����和式����可以看作是铁摩辛柯梁到任意空间梁的广义运动

学方程式
�

再次利用局部座标的分量表示
，
� 和 �向量

，

式����和����可以表示为 �

￡一 � ‘ � � � � � �， � �
，

�一 �
，� � � � ���

，
���

� 基本关系

在有限元法中
，

用矩阵形式表示基本关系 比用矢量形式表示更好
�

对于线性弹性状

态
，

内力与应变
、

内力矩与弯曲一扭转率的关系可以表示为 �

����

����

勺������������百���

门��
��

�
��
�

��
�����乙

�����
，�

�

进通之
�

一
�
�

����
�������，�������

��
����
��
��
��

�
�

‘ ���孙

�孙��

�

汰�
‘

��
‘ ���
�
��‘�刃

︸

�
�

�
��
�

�

��︸��������������������

一一一一

，����������������，�����������������
��叭���

�

�
，

�
�厂�������������������������

�������

和

式中� �
�

和 ��

一剪切面积
� �厂一横截面积

。

��一极惯矩
� �

�

和
�

��一局部座标
� 和 �轴的惯性矩 � �和 �一扬氏弹性模量和剪切

模量
。

� 基本函数

对千一般三维梁 单元
，

考虑侮一单元有 �� 个 自由度
，

每一节点有三个移动和三个转

动 自由度
。

还必须选择适当的形状函数
。

在有限元法文献中
，

总是把多项式作为基本函

数
。

基本函数应能模拟常应变状态
，

即 。 二 常数和刚体位移状态即
。 二 �

。

但是
，

任意弯曲

和扭转杆件的刚体模式与直形杆件的刚体模式不同
，

不能够用少数几项多项式来完全地模

拟
。

我们用线性多项式建立梅节点三个转动和三个移动 自由度的单元刚度矩阵和载荷列

阵
。

当弯曲和扭转等于零时
，

所建立的矩阵能够推出直线铁摩辛柯梁的刚度矩阵和载荷列

阵
。

利用这种单元很多例子证明性能很好
，

但是
，

在纯预扭转单元的情况下
，

计算结果不

收敛
。

一系列实验得出这种反常特性的原因
，

在于线性形状函数中缺少刚体模式
�

因此
，

决定把刚体模式引入所用的形状函数中
�

在方程式����和����中
，

设应变
￡和弯曲一扭转 �等于零

，

能够得到任意弯曲和扭转杆

件的刚休模式
。

从而得到下面的矩阵微分方程式�

� � 一 �
�

一 � ����

一 �

�

」�“门
��

“ ，

�
或 ‘口，一��，‘口‘

���
�

�

��������������������

一一

一��

�
��
�

��
�

���

���

门公八口门曰厂������������������
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﹃������
�������一

���

八口门︺�”︸�
�
���

��
�
����﹂一�

����
�������������

�且�����

�

︻

�
��
�

��
��

��
�

��一

��
����﹃

���
�

� 一 �
�

一 � � �

一 � �
�

� � �

��，�
一
�

尸

��
����

一一

﹁

…�
�

笼��
���

�������

��
����

或 ���二 ����
�冬� 〔����飞 ����

在求解这些方程式以前
，

还应当考虑应变 。 和弯曲一扭转率 �为常量的模式
。

在这种

情况下
，

所得的方程式可以用符号表示为 �

于��一 ������二 ��� 和 于��一 ���于��一 �����卜 于�� ���
，
���

式中 �
���是式����和����中弯曲一扭转向量 �的分量

，

为元素的斜对称短阵
�

���是式

����中的斜对称矩阵
�

于��和�价是六个待定常数
�

积分式����和 〔���再产生六个待定常数
�

于��和于��
�

经过复杂的代数计算
，

可以求解出转角 �和位移 � 如下 �

、�，一 �粤�
�，，�，’

�

�
� �万

��一
’
��一����，��������

���于��
�

� 〔粤��
�，��，‘ ·

��

粤旧��、
�，

����

，��

�

十
、��一 �粤�

����，‘ 。�，‘������一 �

聋
��】�‘一�、�，

� �今、�，��，’
��，���’�。 �����，一今二

�。��’��卜 ��，「��� ’
������

、

牛
二���。 ��� 、

今、 �
�。 ，�「。 �、 。�。������一

牛���
’
�������������

�一
��

十
� �今����匹�限�

’ 一 �
�

�。 �� �������区����
‘ � 区����

’
����������冬

�����，’
��

粤�
�】����

�

����

��一
��

�

式中� �

常数列阵
。

一 仪�
� �
�
� ���

，‘ ， ， ‘�，‘ 一 队
�

� ， �
�

�
，

于��
、

丁��
、

���
、

苦��为 ‘�个

� 单元矩阵

根据基本函数中的 �� 个常数列 向量
，

子��
、

丁��
、

于�冬
、

�价很容易推导出单元的质

量
、

刚度矩阵和载荷列阵
。

通过变换
，

用单元的节点变量来表示单元矩阵
。

为此
，

首先以

矩阵形式表示式����和����如下 �
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�

�
「 �

�
� �

�
严

卜�
。 ���

」…飞
’

�
�

� �
�� 」

或 苦�奋� �����冬 ����

这里于元�
’ 一 ���� 现用式����计算总势能的近似值如下

�

�

飞�协��
一������

�

��
����‘飞���

�

���
���

子。�
‘
�
，

��
�

��
�

��

��
��一，︸������

一一�

�

��”��
������
���������刁����������� �

��
�� �

���
��
� �� � �

�

� �
名

��

��

��

����‘万，
‘「�， �于��

’「��’两 网
‘
聋了 ����

可以看出
，

在单元应变能中只出现 ��和 ��常数向量
�

这正是所希望的
，

因为 ��
和 ��

项是描述单元的刚体模式的
�

因此
，

根据参数 ���
，
��

，

��
，

��� 建立的刚度矩阵是十分

稀疏的
，

它仅仅在 �，和 �，的主对角元素上才有 二 式����的第三和第四次形成单元的载荷

列阵
�

经积分后
，

总势能可以表示为�

� 一

粤�
�冬

’
区�

‘

��冬一 ��冬
’
���

‘

‘ � �
����

式中�
医��和���

�
是根据参数��

� �� �，…�，�建立的单元刚度矩阵和载荷列阵
�

关于质量矩阵
，

可以根据动能 �来求得 �

� �了叠
�大�

’
��，� ‘亢‘��

式中
�
伽��是对角阵

，

其前三项元素为单元的质量 �
，

后三项为单元的转动惯量

孙 匀和 孙

为用节点位移表示总势能 � 和动能 �
。

引人单元每个节点三个移动和三个转动 自由

度
，

建立参数��
� �， ��…… 。 ��和节点 自由度��

‘ � ��� ���…�司的关系如下 �

���� 困�于�� ����

矩阵���可根据式����求得
，

它是正方矩阵
，

具有非奇异性
，

能够求逆
，

故����式可以

如下表示 �

于��二 ���不�� ����

式中� 份�二 ��】一 ’ ，

将����式代人����式
，

总势能为 �

� 一
粤�

�飞
�

��一区一
‘

��一苦�冬一 于��
�

��一��冬
‘

乙 八 八
����

或
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� 一

叠
�
·，’ 、 �� 、�，一 ‘�“ 〔‘�，

。

����

式中�
区�

。
一 ���

’
区双限�和于��

，
一 阵�，尸冬，

�

同样
，

可以得到质量矩阵�
���

。
一 ��一

’
��一���一

� 实 例

例 �直线形悬臂杆的固有频率计算
已知参数

� �
二
� ����

���， 长度 �二 ��
，

园形截面
，

直径 �� ����
，

弹性模量

�� ��
�

�����
，

剪切模量 � 二 ��
�

�����
，

密度 �� ���������
�

一
、

二阶固有频率的计

算结果见表 �
。

从表中看出
，

随着单元数的增加计算的固有频率收敛于分析结果
。

表 � 直线悬臂杆的固有频率

固固有频率率 单 元 数 目目 分析结果果

����������������������������������������������������������������������� ������� ��� ��� ��� ��� ��� �����

���
��� ��

一

���� ��
一

��� ��
、

���� ������ ��
�

���� ��
一

���� ��
�

��� ��
�

����

���
��� ����

�

���� ���
�

���� ���
�

���� ���
�

���� ���
�

���� ������� ���
�

���� ���
�

����

例 �
�

预扭悬臂杆的固有频率计算

已知参数 � �
�
� ��二 �

，

�
�
二 �

�

先 ��
，
�二 ����

，

矩形截面
，

面积 � � ���� ��
一，�

��
�

�� �������，

材料性质如例 �所述
，

计算结果见表 �
，

可以看出计算结果与实测值十分

接近
�

表 � 预扭悬臂杆的固有频率

固固有频率率 有限单元元 实测值值

����������� ��单元模式�����

���
、、 ���

�

���� �����

���
��� ���

�

���� ���
一

���

例 �
�

半园弧形悬臂杆的固有频率计算

已知参数 � �
�
� �

� � 。 ，
�，� �

�

��二 ��
，
�� �����

，

矩形截面面积 � 与例 �的相

同
，

其它条件也同前例
。

第一阶是在园弧平面内的自由振动
，

而第二阶是在垂直于园理平

面方向的振动
。

计算结果见表 �
。

再次看到结果令人满意
�

表 � 半园弧形悬臂杆的固有频率

固固有频率率 有限单元元 实测值值

����������� ��单元模式�����

���
��� ��

�

��� ����

���
��� ��

�

��� ��
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� 结 论

�
�

� 本文所导出的空间杆运动方程式
，

具有相当大的概括性
�

该式既考虑了杆件的各

种自然形状
，

也考虑了剪切
、

弯曲
、

拉伸
、

扭转和和旋转惯量的各种变形
。

�
�

� 当预扭转率不等于零时
，

通过形状函数满足刚体模式
，

是为建立杆件有限元模型

的基本要素
。

�
�

� 对于任意弯曲和扭转杆件
、

确定其刚体和常应变模式
，

并以其为基本函数形成空

间杆件的单元矩阵
。

�
�

� 通过分析三个不同形状杆件固有频率的实例
，

看出
，

计算值和实测值一致
�

正如

所希望的
，

计算值大于精确值
，

但随着单元数 目的增加收敛于精确值
。
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