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复 合 函 数 的 黎 曼 可 积

蒋逢海

�数力系�

提 要
� 本文用具休例子说明

�
黎曼可积函数的黎受可积函数

，
不一定黎旦可积

。
连续函数的集曼可积函数

也不一定是黎受可积的
。
但是

，
本文指出并论证了下述结论

�
黎受可权函数的连续函数必定黎受可积

。

关健饲 黎曼积分
、

复合函数

我们巳经知道在区间〔� ，

��上连续函数的连续函数仍然在区间〔�
，

��上连续， 在区间〔� ，

��

上可导函数的可导函数仍在区间 【� ，

��上可导， 那么
，
我们自然会问

�
在 【� ，

��上黎曼可 积 函

数的黎曼可积函数仍然在区间【�
，

��可积吗�其答案却是否定的
。

请看下面的例子
�

例
�
设

����

����

���三�

� � �

，工�︶尸�
�、、，、

二 一

冬 ��� 。 ， �
�

�为互质的整数�
护

�是无理数
� 〔 ��

，
�〕

��一�
��
��

、��

由于����在区间〔�，

��上是只有一个间断点的连续函数
，

故����在 〔�，

��上黎曼可积
。

黎受函 数

‘ ���在区间〔。 ，

��上黎曼可积
。
�这在通常的数学分析教科书上都有证明

。

�但是
，
它们的复合

函数
�

一苦
‘�� �’

�为无理数

��为互质整数�

� 〔 ��
，
��

��
���

��

、�、

一一
，�
�

、恤户于

�
了�、

�

�

�
�

�下�

显然在区间〔�，

��不是黎曼可积的
。

因此我们得出结论
�

黎曼可积函数的黎曼可积函数不一定黎曼可积
。

下面我们把条件改为
�

若函数��二�在区间〔。
，

��上黎曼可积
， ��二�在区间�。

，

��上满茗李

普希兹条件
。

那么
，
复合函数�������在区间〔� ，

��上是否黎曼可积呢�答案仍然是否定的
。

请

看下面的例子
。
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设 ’���� 飞
�
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� 〔 �

�
， ， � 、 ，

�

一 — 气� � 讼 夕 个 �� 一

�

� �� � ���
� �属于构造�时

，��上厂�、�
、

一一�
��、
、

�
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从��
，
��移走的一个区间�� ��

，
��，

其中�是�。
，

��上任一正测度的康托尔集
。 ，

由于����是区间〔�，

��上只有一个间断点的连续函数
，
故����在区间「。 ，

��上黎 曼可积
。

����在 【�，
��上满足李普希兹条件

，
即对�� � ，� � 〔 ��

，
��都有���

� ，�一 ���
�� �三�

� � 一

� ��
。

事实上
，

若� � ，� � 〔 �时
，

显然有����
，�一 ���

�
�卜 。� ��

，一 二 �

��若 � ， ，� � 〔 �二 �� ，
��

时则有
�

����
�
�一 ���

�
��� ，�� ，�

卜�
� � �，，一 ，� � 一

乡
‘� � �，，，‘ ，� ，一 二 � ‘，

若 � � 〔 � ， � � 〔 �二 �� ，
��， 则有

����
，�一 ��� � ��二

�
二

� �

叹 � 一 � �一
公

�
� ‘ 一 丁

叹往 个 ” �
��二

户
�

一
�

�一自‘�

﹄

�
火

兰 ��
�一 � �

若
� � 〔 � ， � �

��， ��
，

��也有类似的结果
。

但是它们的复合函数
�

‘〔�‘ · ，，二

�
� ��

�属于构造�时从 〔�， ��移走的一个区间�二 ��
，

��

在区间��
，
��上不是黎曼可积的

。

这是因为复合函数�〔�����的间断点集是� ，

而�有正测度
，

故���扛��在区间��
，
��上不黎曼可积

。

从这个例子可以得出
�

满足李普希兹条件的函数的黎曼可积函数不一定黎曼可积
。

另一

方面在区间〔� ，

��上满足李普希兹条件的函数必在区间〔�
，

��上连续
，
故可得出

�

连续函数 的

黎受可积函数不一定黎曼可积
。

但是
，
我们指出

�

黎曼可积函数的连续函数必定黎曼可积
。

设 �‘��在区间〔�，
��上黎曼可积

，
�和�是它在区间仁�’ ��的上确界和下确界

。

函数

����在��
， �」上连续 ，

那么复合函数����� ����
���在区间��

， ��上黎曼可积
。

证明
�

设� � ��� ������ � 。
� � ，

取
。 ， �

�三
�三�

七

�一 � � ��
因为����在闭区间��

，
��

连续
。

所以����在区间 〔� ，
� 」上必定一致连续

。

故且 �� 。 ，

对�� �， � � 〔 〔� ， ��
，

当 ��
， 一

� �

�� 色时
，
总有 ����

�
�一 ��� ����

。 �。

再取 �� 。 � ，

由函数����在 【� ，
�〕上的黎曼可 积性

知
，
存在区间��

，
�〕的一个分法��

��、资即
�

� 二 ������勒 …���
一 �

�丸�…� � 。 � �，
使得

， �一 �
� �

’ 。

其中�和 �
是函数 以�� 在

【�， �〕上相应于分法��
�� 、�的达布上和和达布下和

。

假设
�
�，二 ������� � 、 � �������，

� 〔 ��卜 �， 二 、�， � 〔 〔�七� � ，��〕

�‘ � � ������� � �、 � �������，

� 〔 〔�一� �， �一〕， � 〔 ���� ， ，‘ 、 〕

其中
， ����� �「����」

把整数�， �， �， … ， �分成两个集合�与�
�

若�
‘ 一 �、�吞时

，
脚码� 〔 � ， 若 �，一 �尸
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� �时
，
脚码�〔 �

。

首先
，
当� 〔 �时 ，

由�
、 一 � 、� 各及����在区间【� ，

� 〕上的一致连续性 ，
可得出

�

�。
一 � ‘ � 《 它 �

其次
，
当� 〔 �时 ，

显然有�
�，一 ��、 ���

设�
�

与��分别是函数���� 二 ������ �在区间�
� ， �〕上相应于分法��

毛� 、�的达布上 和 与

�

达布下和
。
那么 ，�’ 一 �。 � ￡ ��‘

一 � 、 ’ �
·
�补

�二 �

� �
一 �〔 � ��

��一 � ���
·△� 、 � 艺

�〔 � ��
��一 � �，�△� 。

一
� ， ， � 、 � 。 。 名

、 ‘ �气� 一 � ， 十 ‘ 场� 〔 � � �七

�

艺任
它�而 �

。 △��
三

兄
� 〔 � �� 、 一 扣 ��

一△� 、�
且

公
� 二

��、 一 �、 �
‘ △� 。注意到前

�

�

面
� 乙 ���一 �刃

。 △补 �

� � �

�一 �� 色
艺 。
故有

艺

� 〔 �
△� 。� 乃

综上所述有
�

。 � � �
一

� ， ， � 、

一 。 公
‘

一
， � � 、

…�一
��《 。 �

��一 ��� ��
，�

育。 △�、 ‘ 已���一 ��� ��
一

�’ ‘
�

一 ‘ 、 ‘ 一 尹
’

� �� 〔 � � ‘ 盆、 � ’ 、 � 一 “ 声 ’ ‘ 甸
一 ’

� 。 ���一 ��� ��
一 ‘ ， �丫 ��� ��

二 已 �
��一 � � ���� �

这就证明了函数���� “ �������在区间〔�，
��上是黎里可积的

。

这个命题结论为我们判断某些函数的黎曼可积性提供了方便
。

如若����在区间 〔� ，
�〕

黎曼可积
，
由此结论直接可以得出 ���幻 �

“

�����在区间〔�
，

��上也是黎曼可积的
。

今 考 文 献

〔 � 〕 金福临等编著复旦大学数学系陈传璋
、 《 数学分析多����

�

�

�� 〕 �美��
�

�盖尔鲍姆
�

�
�

�
�

�奥姆斯特德若 《 分析中的反例 》 �，��
�

�

�� 〕 �美��
�

����皿 《 实分析和复分析 》 ����
�

��

��」 江泽坚
�

吴智泉合编 《 实变函数论 》 ����
�

��

〔 � 〕 王建午
�

曹之江等编著 《 实数的构造理论 》 ����
�

�

���� ��� �������������
���������� �����������

���� � ���� ���

��������

��� ���� � ��

�� ��������
，

���� �����

��� ���� � ��

����������
�

��� �����
�

��
�������� � �� ����������� �五了‘ ��� ��� ��

�������

���� ����� ���� �������� ���� ��� ������� ����������

���� �� � �� �������� ��� ����� �� ��� ���������� ������ 。

�� � �� ������� ���������� ��� ���� � �� �� �������� �� ������
�

��� ����� ��� ���� �� ��� ��� ������ � ���� �� ������� ，

������ � ���������� ��� ����� �� ������� �� �������

������� ��������
， ��������� �� � ������，


