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对于模糊集含模糊度的探讨

孟庭芳 齐春耕

�数力系 �

提 要
� 本文指出了常用模糊度的局限性

，
定义了元素

。
�

� 任� �对于模糊集 �的模糊度 �人�
。 �

，
模

栩集合�的集合模度��人 �
，
�的平均模 糊 度��� �

，
�的加权平均模 糊度 ��� �

，
人的摸 糊均方

差“ �公�
，
并 用 入水平截集的思想定义了塑入上截集

，
入一下截集

，
指出了些各种不同程度的棋栩 域与

清晰域
。

关扭词
�
数学理论

，
模糊集

，
模糊度

，
集合模糊度

� 模糊集�的常用模糊度的局限性

模糊集合�的模糊度定义常用 〔 � 〕中�� 。 � 一 � ，
所给出的结果

。

定义�
。
��

。
�����

一�
�������映射

�
� � �� �， 〔 �， � 〕

叫做� �� �上的模糊度
，
如果它满足

�

��
一

�� � 〔 � �� �巾牵� �� � � �

��
·
�� 卜� �� �，�

�

�牵� �� � � ��

��
�

�� 若对任意的
� 〔 � ，

有

卜� �� �》 协�，
�� ���

。
�

或者林
� �� �《 卜人，

�� ���
。
�

则
·

� �� ��� ��
，
�

并且当�

定义�
�

��

二 和
�， … ，

���时
，
有下面周知的定义

�

设� 〔 � �� �，
记

，沪曰， �

� �� � � � 乙 � �林� �� �� �… … ��
·
���

一 �二 � 一

叫做模糊集� 的嫡
，
此处

�
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�

����
��

一

���

而��� �是仙农函数
�

� �� � � 一 ���� 一

容易验证
�

若取�

△一

��一 � ���� ��一 � �… … ��
�

���

�� �作为模糊度
。

则

条性质
�

��
一

��

��
�

��

� �� � � � � � �

� � � �满足定义卜��中 ��
·
��一 ��

·
��的要求

。

除此之外
，
它还满足下面 两

� �� � � � �� ��，

� �� � �� � � � � �� � ��� 一 � ��� ��

上述模糊度定义的局限性在于
�

卜 � 仅仅适用 于论域�为有限集的情况
，

对于�为无限集的情况
，

不能用� �� � 作 为

� �� �

例 �� 设�为自然数集
，
�表示

“
小

” ，
显然� 〔 � �� �一��� � 令件� ��� � 二

一
卫二

， � �〔 � ，

� �

首先考虑�
�
��

， �， … ， �� 则

�
�

�
一一

���

气
忿

， � 、
�

‘ 。 �

戮
产

口 气 之、 ， � 一矿�二丫�� 宁 ‘ �
七 一

一 ��。 艺 �� �

，。 “ 一

七
， 〕 ，�

游
〔 些

乙
�� �

�
。
��一 � � � �

� 、

一�一
叫

�二下�
�

�
�一� 一 ���� 夕

八

当� 二 笼�
， �， ” ’

� ， �
，
我们自然改想到

�云一︸

�
令� �� � � ���

�净 �

� ，

。 石
�

瓦万贬
�
。
��一 � �

� �
一 �

二� 〕

� ���
�今 十 。 。

��。

二 �� 十 ‘ 护。

扁龚
。

燕
�

龟
。

�
。
��一 ��

�
一 �

�
。
��一 ��、 。

一

一
牙

一
一 岁多沪 �

八

�乙�。 二 戳 �
。
�� 一 �� �

�

夕气
� 孟‘ 一

� 一
�

一牙万一一
一

一 、 、 、 �

一� � 。 �、 窗�

五 ‘ � 入
毕

�琴
、
�

�
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，
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一二卫一
�

���
�
�

�
， �� �

���
。
�

一�曰卫�����
���

���卜 � 。 。

� �� �

�不属于� ‘�� 但是� �� � � �， 它不
�

满 足 定 义�
·
��中的 ��

·
��，

因此
，
此 时�

�� �不能作为�的模糊度

�
·
�

�

用嫡作为模糊度
，

匀的差别
。

甚至可能出现
，

糊集更加模糊
。

实质上是�中各处模糊度的平均值
，
抹煞了�中各处模糊度不均

在论域�的某些地方一个模糊度小的模糊集比一个模糊度大的模

例�� � 二

��

�� � � �
。
���� �

�

���

�
�

�� � � �
�

���� ���

不难验证
�

但在�处
，

� �� ��� ���

�对�比
�对�更加模糊

。

因而
，
笔者认为有必要对�的模糊度概念作进一步改进

。

�
、
�对�的模糊度及�的集合模糊度

定义�
�

�� 设 � 〔 � �� �，
对于任意的

� 〔 � ，
都规定一个 数 �� �� � 〔 〔 � ， � 〕

其中�� �� �满足

��当且仅当 卜� �� � � �或 卜� �� � 二 �时
，

�� �� � � ��

���当卜� �� �
� � 、‘ 二尸

�

�幼 ，
乙

�人 �� � � ��

时一

�︸�
����当 �协� �� �

�

�
�《 �卜

� � � ‘
��

�� �� ���
� ��

，
�

则称 �� �� �为 �对�的模糊度
，

��� �一一令 〔�， �〕

�
一一令 �

� �� �

叫做�的模糊函数
�

例�� 厂

全‘ “ ’ 一

龙

林人 �� � 〔 ��， ��

卜� �� �任��
， ��
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显然满足定义要求
，
不妨称为二值模糊度

。

例�
� �人 �� � 二 ���

·

�。 卜人 �� � �也满足定义要求
，
不妨称为正弦模糊度

。

例�
� � 人 �� � �

一

斗
� �协� �� � �

，
其中� �� �为仙农函数

， �� �� �也满足 定 义

� �” 乙 � �

要求
，
不妨称为仙农模糊度

。

例 ‘ � 愁 ‘ 。 ， 一 ‘ 一 ��蚀 ‘ 。 ， 一

乡，，
满足定义要求

，
不妨称为线性模糊度

。

以上
�对�的四种模糊度

，
除满足定义中的三项要求外

，
不难证明

，
它们还满足

�

�� �

��

�� �� � � ��� �� �

���� �� � � �� �� �� �� �� � 一 ���� �� �

当然
，

例�
�

并非一切模糊度都能满足 �� �和� �

��· � 二

�
�一 ��件� �卜�一 �

。
��， 卜人 �� ���

。
�

��� �兀
·
卜� �� ��， 协� �协���

�

�

�人 �� �满足定义中的前三条要求
，
但并不满足 �� �

定义�
�

� 设 � �� �到它自身的一个映射
�

�� � �� �‘ � �� �
�， � �� � � �

其中� �� �的隶属度正好是
�对�的模糊度

，
即 协� �� � 二 �人 �� �

则称模糊集合 � �� �为�的集合模糊度
。

实质上
，

么的集合模糊度是以全的模糊函数作为隶属函数的模糊集合
。

这样描述全的模

栩程度可以避免平均掩盖模糊度不均匀的缺陷
，
而且也适用于无限论域的情况

。

例�
、

设� � �
�

��
� � ���� �

�

��
�

�

�
‘ � ���� �

�

��� � … � � �� � …

由 愁 �· � 一 ，一 �，�梦
· � 一

乡�

贝�� � �� � � �
�

��
� � ���� �

�

�� �

� �� 尹 � � ���� ��� � …

又如
�

么
�

�
。 � · ‘ � ，��

，。 � �去�
一

�
。 �、 �� � ��

� � � … � � �
，
�

�一�

�
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集合模糊度 � �� �比较详细地
、

全面地描述了�的模糊度
，
但是比较繁琐

，
我们希望

用一个简明的数字
，
概括地描述�的模糊特征

。

为此
，
我们定义�的平均模糊度与�的 模糊

均方差
。

� �的平均模糊度与�的模糊度均方差

定义�� �� 集合�的平均 模糊 度 � �� �是指
�

��当� � ��
�， � �， … ， � �

�时

则 百 �� � �
七 会

�人 �二 ‘ �

� � �� � 一

���当� � 笼�
�， � �， … ， �二 …

则 � � � �
� ��� �

�
� � 的

� �

�

� � � �� 一�
� � 一

����当�
� 〔 � ， �〕��

则 定义
�

百�� �
二

井 �
一

� 一 � �

� � �� ���

注
�

此定义不满足常用模糊度定义的要求
。

如 �
，

中的例 �

论域�中各个元素�在我们的心 目中并不平等
。

有时
，
根据实际需要

，
某些元素 对于 我

们显得更重要些
。

在考查� 的模糊程度时
，
为了显示出这个特点

，
我们给出�的加权平均模

糊度的定义
�

定义 “ ’ “ �
公的加权平均模糊度��会�是指

�

�� 当�为有限论域时
�

六 �

� � � � � 乙 叭 �� �
��� ��

�
� � ，〔 �

一 �� � 一

�

其中 � 。 �� ，� � 一， 。 ��
�
��� �� �， �， … ， �

�� �

��� 当�为无限可到论域时
，

乙�

� �� � � 艺 。 �� ���� �� ��

一 �� � 一

其中

�尸�

乙 。
二 �

�� ‘ � � �， �� ��
��� � �� �， �，

����当����时
，
且 。 �� �

，
�� �� �在�上可积 �一

‘ � ��� 一 ‘ ， 。 ‘ � ，�，
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� �� � �

特别当 � � 〔� ，

��
。 ‘ � ，��‘ � ’ �‘

�〕亡�，
时

罗
， � �

「� ，
�

� �公�
二

�二
。 �� �飞�� ���

为了描述�中各处模糊程度的离散程度
，
我们定义�的模糊均方差

�

定义�
�

�� �的模糊均方差��� �是指
�

��当�为有限集合时
�

�厂 石
一

二
一

—一
。 �� � 二 �

『

毛 充 〔 �人 ���� 一

万�� �〕 ，

训 � �� � 一

��� 当�为无限可列集时
�

��� � � ���

���，奋 。 〔�� �� � 一 � �� �〕 �

���，�一�
�

�

侧

�

产

�
��

����一般
�

各�� � � �� �〔�� �� 一 ��� �〕 ���

其中
�
。 �� �� ，�一 �， 。 �� ，》 。

特别当 � � 〔�， �〕时 ，

� �
� 气 」飞 声 � ‘

一
� � �

一 � 一 � �

� �
� 人 �� �一 ��� �〕 么��

� 一 一

当�为有限论域时
，
我们还可以用数理统计的方法定义�的模糊中位数

、

模糊众数
、

模

糊极差
，
近似描述�的平均模糊度以 及�的模糊离散程度

，
这里不再赘述

。

对于前边的几个概念
，
我们举例予以说明

�

例�
� � � ��

� � �
�

���� �
�

��
� � �

�

���� �
�

�� �

取
� �� ��

�

� “ �一 ��卜
� �� � �一 告 �

则 � � � �� ��
� � �

�

���� �
�

��� � �
�

���� �
。
��

�

廿
， � 、 � �

� ， �

� �
�

� 八
�

八 · ·

� 一 、 � 。 一

� �会 少 一

豪� “ 十 ” · “ � ” · “ � ” ·
�� ” · “ ， 一 ” · ” �

若取权数
。 ‘ · ， �

抚
， 。 ‘ �， 二

聋
。 ‘ � ’ �

扎

。 ‘ � ，�

誉
， 。 ‘ �，� �

�

则 �� � �� ��扎
� 。 ，

� �

乡
� ” ·

�
、 �
�

� 。

入 系 下 �� 弓
�

奇
� 。 ·

� �

抚
�
�

。
��
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乙�� � � �
一 侧

�
而

�·不
一

而歹而万五云妥而…��
� 十 。 �

��丁

�

�
、

��� �的入上截集和入下截集

为了能够方便地指出一个模糊集合�的不同程度的模糊域和清晰域
，
下边介绍 一 种 方

法
�

仿照一般模糊集的入水平截集的思想
，
我们定义了 ��� �的入上截集和入下截集

�

定义�
·
� �计 � � �� ��� �人 �� ��入�

�、杏� � �� ��� �� �� ��入� �

分别称为��� �的入上截集和人下截集
。
分别用来表示�的各种不同程度的模糊 域 和 清 晰

域
。

特别把�
�
个�� �即 ��� �的核称为�的一等 模 糊 域

。
��
杏�� �叫做 �的 一等清

晰域
，
可以根据各种不同的应用要求

，
规定一个模糊集合的各种等级的模糊域和清晰域

。

本变曾象阎家杰副教授审阅
，
提出了许多宝贵意见

，
井建议使用

‘
集合模糊度

”
这一名词

，
特在此表示 感谢 �
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