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一类李雅普诺夫函数的机器构造

陈永华 王国中

�数力系

提 要
� 本文讨论使用计算机构造系统� 扣��

。 ，

刻
。 一 �
�� …� 。 。 �二 。的各种等价系统的�

、

�巴尔巴辛

�函数的构造形式
。
给出了三阶系统的若千具体结果

，
指出了文献

’

〔月 中手工运算出现的三个错谋
。

关健饲
�

李雅普诺夫函数
，
计算机应用

、

函数构造法

微分方程的运动稳定性理论在力学
、

电子学
、

自动控渝
、
系统工程等许多学科中都有着

广泛的应用
。

研究系统是否稳定的一种重要方法是根据方程的结构和所表示的实际意义构造

一个��������函数
，
通过讨论该函数的性质达到其判定 目的

。

对不同的系统没有一个通用的构造�函数方法
，
人们在对各种情况的讨论中

夕
建立了 一

系列有效的方法
，
如能量积分法

、

变量分离法
、

分解子系统法等
。
�

、

�巴尔巴辛对线 性系 统

�����
二 ��， 通过事先给出����‘ � �

�
��得到了丫个构造又函数的行烈式表示公 式

。

人

们在研究阶数较低的系统中
，
通过对展开�函数结构的讨论

，
应用类比的方法得到了不 少相

关非线性系统稳定的很好的充分条件
。

但是在四阶及更高阶的系统中人们还没有得到漂 亮的

结果
。

其中原因之一就是对
�阶线性系统构造一个�函数要计算一个

� �� � �� ��� ，�阶字符

行列式
，
这是手工运算难以胜任的

，
因而限制了对高阶系统进行更充分的讨论

。

高速计算机的出现和人工智能技术在数学公式推导中的广用
，
弥补了手工几乎不能进行

的大量
、

复杂的机械运算和公式推导的不足
，

为这方面的研究
，

提供了强有力的工具
。

我们设计

的这个微分方程公式推导系统
夕
只要输入有关的微分方程和你予赋的�

����值
，
系统就能迅

速
、

直按
、

正确给出你所需要的�
、

�巴尔巴辛�函数展开式
，
并可指出一些基本的非 线 性

系统的可类比条件
。

对于�
�
���二 ��

��中的�
，
过去人们为了减少运算量

，
而只取 一 些

极特殊的情况
，
而利用该推导系统

，
为找到更好的�提供了可食巍

�
� ‘

、

本文限于讨论最常用的系统� 间 � � ，� ��一 ‘ 》� … �孤茸 二�钓各种等价系统� 对于 一般 的

线性系统同样适用
。
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数学原理与机器构造函数的算法
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� �� 、 ��。 、 。 、 、 �

�� 七 ��夕 ��
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若给出� 使
李

二 ����
��

��
。

��

则可由矩阵方程

���十 �� � �

解出�
。

这里�
、
�是�阶矩阵

。

巴尔巴辛通过展开方程 ��
、
��给出了一个

�函数的行列式表示式
。
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△
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这里△ � � ���，
���…
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���

� ���， ���… � �� �
， � � �

�子�
， �子 �

， �砖 �

�二 �
， �沪 �

�� �
， �� �， �铸 �

�� �二 �二 �
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��式中第一行排列为 。 ， � “ �， �� �� �， …�� ��， ， � “ 。 ， �� �� 。 … ， � ‘ �， … ���，

�����， �… �� ��
。 ， …� 忍。 一 �， ��

。 一 ��二 ， � 。 �
有� �� � ����� �个元素

，
故行列式为

� �� � ��

��� �阶的
。

本系统由四大部分组成
。

���输入部分
�

在该部分
，
只要用户输入微分方程的等价形式

，
系统可对该方程组 依

次进行扫描
，
采集到相应的系数

，
并用便于机器进行高效处理的结构给予表示

。

���行列式结构的建立
�
这里对行列式的第刘于

，
第�列元素� �

� ， � � ，
通过对� ， �

分解得到相应的��
，
��

。 �与 �， �的关系为
�

� � �� 一 三 �
�一 ��

�

一 � � �� ���三
� � ��

。
��

�与�
， �的关系与 ��

，
��类同

，
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一、产一��一一一了‘、一一、产一 一�上一，�曰
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二 人 个 — � 一 火 � ， 一二， ， � 一 �� 一 �

� �
�

��
。
��

�卜以�少、瓦件�

建立了���
， ��与� ���

，
��� 的对应关系后

，
利用公式 〔�·

�〕可将微分方程的系 数由

机器自动赋给行列式的元素
，
从而建立了整个字符行列式的结构形式

。

整个过程为
�

��
一

��

�
� ‘一 � ’ 一一一今

令一一一
��

一

��

� ���
，
���

��
�

��

令一一一一 卜竺竺�
���产生�函数的展开形式

�
这是本系统的核心部分

，
展开表达 �函数的行列 式

，
所采

用的算法是异于数值行列式计算方法的
。

它的依据是从定义
�

� � �… � ��

��， … ��
�一 ��

��” ’ ‘” ” ” “ �� ���� ���… �。 �·

��
。
��

�� �
’
二 �� 。

出发
，
采用人工智能的深度优先搜索技术

，
求得所有项组合�

�， ��， … ��，
每 个 �，， ��， …

�
二

是�
， �， … � ，

关于 ��
·
��的一个可用项排列

。

定义 ��
·
��中共有

� �项
，
当 �增大时

，

有可能产生组合爆炸
，
针对本文研究的系统中零项相当多的情况

，
设计时考虑了如下的剪枝

技术
。

当�� ��� �时剪去该枝
，
��向下搜索

。

这样可有效地避免了搜索的盲 目性
，
机器运行五阶

以内系统证明
，
它满足人们对时间的要求

。

在本系统中
，
表示�函数的数据结构是可以随机涨落的动态栈

，
为节省存贮空间

，
同 类

项的合并
， ，函数的建立和转译输出等方面提供了很强的灵活性和较高的效率

。

���在动态栈中存贮的结果是行列式各有关项的系数和指数
，
是一些整数值

，
输出 部

分将这些动态栈的结果
，
按直观的函数形式输出

。

�
、

三阶系统的一些具体结果

对系统�
� �

����
� � �� ，� ���� � � ���� � ��� �， �， �� ��

。
��

由巴尔巴辛公丘端知
�

�

� � �

�� ��

�� 一�

� � �

�� � �

� ��

� � 飞

� ��

� ��

� ��

�

�

�

�� 一� �

� � �

� � 一� � � �

� � �

� ��

�� �� �

���

� ��

� � �� ���

�

豆 一�

扭 ��

� � �

�

�� �� �

�

� � �

� � �

���

� �� � � �，

� 多�

��
。
��

忍，
‘
忿注分

���，��������

� 工�

�

� 盆�

�



拢 郑 州 工 学 院 学 报

我们将系统
�

����年

�“ ����
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声

卜 �

—
斗 �� � � ��

。
��

分解为八种不同的等价系统
，
分别取�

�
���为

二互
�

� �， 二全��， 二△ � ，

在机器上运行后
，
相应得到了二十四个不伺的，函数

，
除包含了文献 〔 � 〕 中的十八个� 函数

外还得到了新的
�函数

。

在我们检查这些 �函数结构时
，
发现了文献 〔 一� 〕中存在如下三个错误

�

将 〔 �·
� 〕化为等价系统 �

一 ，
� � � � ，

一
����� � 一 �� 十 �

������ 一 �� ��
，
��

������ 一 �� � �

����
�
�

、

�
�

取 �� 二 一 ��� 一 � ��
，

� 二

音
。 ’ � ’

一
��

音
���么 �

合
·��� ’

�一 ‘ ·�一 ，�· �

含…
原文中 ���一 。 ���项的符号为正

。

将 〔 �·
� 〕化为等价系统

。

禅
����一

“
芥大�

�� ��
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这
�����二 一 �� 一 ��

������ �

�
‘

���

工昆�� � 一 ���一 � ��
，

息
��� “ �

专一
’ 一 ����� ���� � ’

一 ‘ 十 ” ‘ 乞�
粤

� ，�‘ �

粤�
�

乙 乙

�
� ，。 � “ �

�

一

工
��� �

�

原文中的����
���

项应为�����
，

取 �� � 一 ���一 � �� �

� � 生二 � 、 。 二 � 十
工

·��

�
· � ·��·�一 �· �

合
·�’ · ‘

� · �

雀
· ’ · ’ 一

含
�· �

原文除缺少 一 ��项外
，
还有二处系数错误

。

�
、

进一步的考虑
�

正如前言所述
，
由于手工运算的局限性

，
人们对� ��的取法因其特殊而不能满足 类 比更

高阶系统的需要
。

而本系统的出现
，
为有经验的数学工作者弄清

�乍�阶系统�函数结构
，
提 供

了一个有效的工具
。
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同样
，
在对相应的非线性系统进行类比推导出较好系统稳定条件�如广义霍尔维茨条件�

的过程中
，
对 �函数结构形式的研究和变换具有很强的 灵 活 性和专 家 的 经 验 性

。
因 此

，

本机器推导系统可考虑进行更进一步的改进
，
在原来的基础上

，
加入专家们已经成熟的类比

经验
。

利用专家知识
，
对原�函数结构进行有效的变换

，
使机器自动产生常微分方程稳 定 的

较好结果
，
使系统完全智能化

。

从而搞清楚在专家操作下
，
更高阶系统的稳定条件

。
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