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矩阵在层次分析法中的应用

刘 晨

�水利系

光

系统工程的发展
，
使我们观察

、

分析和解决问题从单维的片面思维方法走向多维的全面

系统方法
夕
也就是说在解决任何一个问题时

，
不再是仅仅从一个方面出发

，
寻求问 题 的 最

优
，
而是从系统的观点出发

，
全方位地

、

联系地看待事物
，
寻求问题的综合最优

。

系统工程

的理论
、

思想和方法对于解决多复杂因素的技术
、

经济和社会问题将开辟一个新的道路
，
但

是
，
由于这些问题因素复杂

，
变量众多

，
运算困难

，
给系统工程的应用和发展带来了很大困

难
，
因此

，
计算方法的改进尤其是变量众多的高维复杂运算的改进

，
已经成为系统工程学者

所面临的一个棘手问题
。

随着计算机的诞生
，
许多新的计算方法也应运而生

。

矩阵则在其间

占据着其特有的作用
，

矩阵和计算机的结合
，

无疑将给系统工程一个 巨大的推动作用
。

它将成

为解决各种复杂的高维运算沟有力工具
。

下面我们就简略谈谈矩阵在层次分析法中的�
一

二用
。

层次分析法 �� ����� ���� ����� ���� ����
���简称����最早是 曰 美国运 筹学家�

�

�
�

�����提出
，

是一种能处理具有复杂因素在内的技术
、

经济和社会问题的有效方法
。
�往往是

多目标属性决策问题�
������� ������� �� �������� � �����简称�����司题�

，

这些 问

题往往很难用定量的模型或悦拟来分析
，

因为其中所含定性因素很多
，

而且需要考虑决策者的

心理因素
、

知识经验和决策
�

仁平等
，

而层次分析法则能通过建立所谓判断矩阵的过程
，

逐步分

层地将众多的复杂因素和决
、 �
之者的个人因素综合起来

，
进行逻辑思维

，
然后用定量的形式表

示出来
，
从而使决策者能对复杂问题做到

“
心中有数

”

目标层

准则层

子准则 层

方案层

运用���解决问 题
，

大体上可以分为四个步骤
�

�� 建立问题的递阶层次结

构 � �
、

构造两两比 较 判断

矩阵 ， �
、

由判断矩阵 计 算

被比较元素的组合权重
。

下面分述如下
�

图�
、

递阶层次结构示意图

收到 日期
� 工���

。

��
。
��

。
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� 建立递阶层次结构

一个典型的递阶层次结构可用图 �表示

从上图所示递阶层次结构示意图中
， 知道复杂大系统多目标 决 策 问 题所涉 及 变 量 众

多
、
因素复杂

，
而且定性

、

定量问题混杂
，

量纲不统一
，

各层次的关系 �权重 �不明确
，
用古

典的计算方法很难解决
、

甚至不能解决
。

因此
，
人们引入了矩阵

，
进而利用计算机来解决多

目标属性决策问题
。

� 构造两两比较判断矩阵

���法中的最主要部分就是两两比较两个元素 �或 目标属性
，
或方案属性值等 �后 给

出所谓判断矩阵
、

在递阶层次结构建立以后
，

上下层次之间元素的隶属关系就被确定了
。

假定

上一层次的元素��作为准则
，
对下一层次的元素�

，， � �， … ， �
二

有支配关系
，
我们 的 目

的是在准则��之下技它们相对重要性赋予�
，， � �， … ， �

。

相应的权重 �可依此 进行 方 案

排序 �
。

对于大多数社会经济问题
，
特别是对于人的判断起重要作用的问题

，
直接得到这些

元素的权重并不容易
，
往往需要通过适当的方法来导出它们的权重

。

我们采取的方法是召集

有关专家
、

决策者及决策分析者通过两两比较的方法建立判断矩阵
。

下面给出判断矩阵的给

出原理及标度说明
。

假设有某个物休�
，
若其有

��
个部分

� ��， �
�， … ， �

，�，
则��表示第�部分在�中的地 位

�份量
，
作用

，
重要性 �

。

而�����贝勺表示第�部分相对于整体�而言比第�部 分 重 要 的 倍

数
，
若将这个倍数用���表示

，
则可得如下矩阵

�

几 ��

� � �

� ��

� � ”

�，
��

，

�。
��

，

�
，
��

二

�
�

��
，

‘‘�皿，‘���
���

� 口 �
’

二 �� 。 �。
。

��
，

�
�

��
�

����
�

�
。

��
� �

。

��
。

�

口俘��
�

耳�招、
�、、

��

�

�、，咬
么、

一一�

其巾矩阵�中的元素���满足如下性质

� �������

��，· ‘�一

峨
�

�互反性 ，

���

���

������

������

� ��、�
��、 �一致性 � ���

���

然而人们往往不知道物体�中几个部分的地位 �或份量�而可以通过两两比较各个部 分
，

给出其倍数关系���来
，
这样我们就可以通过式 ���来求出�物体中各个部分的份量

，
具体求

解为
�

用向量� � ��
�， ��， … ， �

二

��右乘等式两边得
�

��一一

、������月���
�。‘口

�

匕
‘

�
�。

�
�

����

尹

�
��气

一一

、�����‘刀��
��目

�

卜曰
�

�
�。

�匕
���
�

�
�
���、、

、��������厂�
�

��
，

����
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�，
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�
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�
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即�
�

�� �� ���

���式中�为已知
，�为巳知

，

可通过解 ���式求得�
，
且有唯一解

但必须注意
�
���式所陈述的一致性特点

，
并不是随时都能够满足的

，
这是因为 客 观

事物的复杂性以及人们对事物认识的模糊性和多样性所决定的
，
因而所给出的判断矩阵不可

能完全一致
。

即 ���式难以满足
，
这样 ���式的解也就不唯一

，
这种情况怎样解决呢� 这

就是所谓一致性检验问题
，
将在下面详细说明

，
下面我们先谈谈矩阵�中的元素���是 怎 样

给出的
。

对于定性属性的描述
， �����提出了所谓

�����标度来衡量两部分之间的倍数关系
。

若设

第�部分与第�部分比较�两两比较�，可以得到如表一左边的定性描述结果 �因为定量结果很 难
给出�

，

则可用右边的 �����标度予 以量化
，
这样就可给出矩阵�中所有的元素

，
这个 工作 通

常是比决策分析者汇同有关专家
，
决策者共同完成的

，
由于在比较过程中加入了决策 者的判

断因素
，
因而就称�矩阵为所谓的判断矩阵

。

����了标度说明

第�部分����与 第�部分����比较的定性结 果 � ���的�
����标度 �

��与��同样重要

��比��稍微重要

��比��相当重要

��比��强烈重要

��比��极端重要

��比��不重要性在上述描

��比��不重要的上述描述

�， 或�
，
或�

，
或�

相应上述数的倒数

�����

� ��二���

� ������

� ��一���

� ������

��一一
� � �

��
� � � �

�
��� �
一

�
� � � �

山于性质 ���
、
���对于

�
阶判断矩阵仅需对其上 �

一

卜�三角元素 共旦二典早卫 个 给
�

‘ “

一�
、 、

一
‘ 一 、

一
�

“
’ ‘ ’ ‘

一
’ ‘

一 ” 犷 一 ” ’�

“
、

一 ” 一 “ 一 ” ‘ 、

�
’

一

出判断即可

� 由判断矩阵计算被比较元素的相对权重
，
并进行一致性检验

由于 ���式所描述的一致性条件难以满足
，
因此 ��� 式的解也就不唯一

，
也即�的 最

大特征根入��� 祷 � ，
这样求解 ���式就应转变为求解式 ���，

得出最大特征根所 对 应 的

特征向量 � � ���， ��
，

一 �
。

�
。

�二 入����

这里又涉及到三个问题
，
一是特征 向量的计算

，
二是计算结果的可接受性 �

阵是 否具有满意的一致性要求 �三是不一致时判断矩阵的调整
。

�
�

� 最大特征根及其对应特征向量的计算
。

���

也即判断矩

对于最大特征根及其对应特征向量的计算一般采用所谓幂法
，

�
�

�
�

� 任取与判断矩阵�同阶的规范化初始向量�
” � ��

� 。 ， ��
” ，

该法的步骤如下
�

’ “ ， �
。 “
��
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�
。
�

。
� 对于�� �

，
�

，…计算��� ‘ � ���

�︸�曰
�

�
�

�
。
� 令日二

�

名 ���
十 ‘
计算�针

’ � ��
� �， �� �

，
�， �，

�
一
�

�
�

�
�

� 对于预先给定的精度 。 ， 当���
�斗 ’ 一 �����

。 ��时

则�� ��
� ’
为所求特征向量

，
这时最大特征根入�

��为
�

� ， ‘ 二 �

� �
，‘ ’ ，

八� �� 二 乙 一
’
七 一 ‘

卜 � � � ��
���

上述计算过程需要利用计算机才能有效地完成
，
如果不借助计算机

，
则可运用如下近似

计算公式
。

①列标准化后的平均值法 �列和法 �

���

资
下

�

登、
介

�一 � � �，玉

�
，
�

���

②行标准化后的平均值法 �行和法 �

��二 乙 � �玉�

�
一�

③几何平均法

旦
乙 乙 � �玉 ����
�一� �

一
�

� �

�����
”

�
·
�

���

�名��
��

��
�

���
一一

�

匕

三种近似法中以几何平均法最为精确
，
而当精确性要求不高时

，
则以列和法的估计值为

优
。

用近似公式 计算出的近似向量�对厄的最大特征根入�
��的计算如下

�

�
， � ��

‘ �， �
， �， … ， �

， 。
�， � �

·

�

生 �
‘ �

人 】� �� � 石 —� � �

�� �

����

�
。
� 一致性检验问题

判断矩阵一致性的不能满足
， 、 ‘

就会导致入�
����的情形发生

，
那么这种不一 致 性 是否

能够容忍呢� 这就是所谓一致性检验问题
。

为了检验判断矩阵的一致性
，
需计算它的一致性指标��

�卜 入望多兰二
�

�� 一 �
����

显然， 当判断矩阵具有完全一致性时
， 入� �� � � ， ��二 。

当��愈大
，
即入� �� 一 �

愈大时
夕
矩阵的一致性愈差

另外
，
判断矩阵的一致性还具有随机性

，
这种随机一致性可用所谓平均随机一致性指标
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��表示
，
其值的大小只与知阵维数大小有关

，
下面是 」� ��维矩阵的平均随机一致性抬 标

的取值
�

维数
�� � � � � � � � � � ��

�� �
�

�� �
�

�� �
�

�� �
�

�� �
。
�� �

�

�� �
。
�� �

�

�� �
�

�� �
。
��

检验判断矩阵的一 致性是用所谓的相对一致性指标��
�

�� � �����

一般而言
， ��愈小

，
判断矩阵的完全一致性愈好

。

可以认为当��三�
�

�时
，
判断矩阵

基本符合完全一致性条件
夕
而当��� 。 �

�时
，
一般认为所给出的判断矩阵是不能令 人 满 意

的
夕
需进行调整修正

夕
直到检验通过为止

。

�
�

� 不一致的判断矩阵的调整修正
。

目前
，
调整修正判断矩阵的方法

，
还没有固定的通用模式

，
主要是借助于经验和技巧

，

一般来说可采用如下步骤进行
。

把判断矩阵中的第
�
列系数归 �

。

即

、

�
�，�

����，�
厅醉了�
时
﹄

�
软、

办

、��������住
� 一�

� � �

�� 艺

� ��

� 艺�

二
�

二�� �

� ， �

�
� �。

� � �
� � �。

� ��

�
� �。

� ���
� �。

�， ，
�

� 。 。 � 。 �
� � 。 。

� �。 � �

�
� �， ，

� �二 � �

� � � 。 ，

� 。 ，� �

�
��二 ，

工�
，

����口

����。
�汀、��、

朽�
�

�口

�
�

�
�

� 观察变化后的各纵列中数据是否相近
，

如果某列中有些数据互不相近�即 差距过大�
，

则可重新考察判断矩阵的给出
，
即考虑差距大列中的元素给值

。

一般从物理意义上 进 行 推

敲
夕
给以适当修正

，
使之相近

。

�
�

�
�

� 如果各列都在某一行上出现偏大或偏小的情况
，

则可修正该行最后一列元素的给值
。

� 计算各层元素的组合权重及总的判断一致性检验

为了得到递阶层次结构中每一层次中所有元素相对子总 目标的相对权重
。

需要把第三步

的计算结果进行适当的组合
，

并进行总的判断一致性检验
。

这一步骤是由上而下逐层进行的
。

最终计算结牙矫导出最低层次元素
，
即决策方案优先顺序的相对权重和整个递阶层次模型的判

断一致性检验
。

假定 已经计算出第�一 �层元素相对于总 目标的组合排序 权 重 向 量 ��一 ‘ � � � �“ 一 ’ ，

� �盆一 ’ ， 一 ， � ��“ 一 ’
�，，

第�层在第�一 �层第�个元素作为准则下元素的 排序 权向 量为 �产 �

��“ �‘， �“ � ‘， … ， �����
�，
其中不受支配 �即与�一 �层第�个元素无关 �的元素权重为零

。

令

�“ � ��
，“， �� “ ， … ， ����

，
则第�层 �个元素相对于总目标的组合排序权重向 量 由 下 式 给

出
。

�七 二 ����
一 ’

����

更一般地
，
有排序的组合权重公式

�

��二 ��
，

二 �吕� “
����

式中
� �

为第二层次元素的排序向量�三�三� �为层次数
。

对于递阶层次组合判断的一致性检验
，
需要类似地逐层计算��

。

若分别得到了第 �一 王
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层次的计算结果��
�� ，， ��、

� �

和��、 � ，
则第�层的相应指标为

�

��、 � ���‘ �， 一 ��、 � ���
一 ’

��、 二 ����
‘ … ，

���� ��、 � 、 �

����

���

��，

���
一 �

���

���

� ���

这里�厅和����分别为在�一 �层第�个准则下判断矩阵的一致性指标和平均随机 一 致性

指标
，
当��

、
��

�

��时
，
则认为递阶层次在�层水平上整个判断有满意的一致性

。

结语
� ���的最终结果是得到相对于总的 目标各决策方案的优先顺序权重

，

并给出 这一

组合排序权重所依据的整个递阶层次结构所有判断的总的一致性指标
，
据此可以做出决策

。

在此过程中
，
判断矩阵使定性问题得已定量化

，
并实现了人机对话

，
使高维运算的迅速

，
便

利成为可能
。

〔 实例分析 〕 � 某博士生毕业后 ，
有三个单位想聘用

。

且保证满足住房要求
，
该博士生

提出六条 目标属性
，
试用层次分析法帮助其选择工作单位

。

�
、

建立层次结构
�

如图�所示

�
、

构造判断矩阵
�

对于各层上 的

元素可以依次相对于与之有关的上一层

元素进行两两比较
，
从而建立一系列的

判断矩阵
。

该博士生对图 �中的第二层

各目标属性相对于上一层的总目标�
，

可

建立如表二所示的判断矩阵
。

对于第三

层上各方案 �工作单位 �依次相对于上

一层的六个目标属性
，
该博士给出如表

三所示的六个判断矩阵
。

第一层

��� �

总目标

第二层

����

属性层

第三层

��� �

方案层
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图� 递阶层次结构
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表�

�
、

各判断阵矩对应的元素排序 �权重计算 �及其一致性检脸
。

对以上各判断矩阵
，
在计算机上用幂法求解

�

对于第二层的各元素
，
经过计算可得如下权重向量

�

�
� � ��

�

��， �
，
��， �

。
��， �

。
��， �

。
��， �

。
����

对于第三层有
�

�� ��

� �
。
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�
�
����

·
�� �
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��
·
��

了
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。
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�
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、�、 、�������，�连

� ︸工八匕��厂�

�
�
�

�

然后检验各判断矩阵的一致性
�

对�
� 一 ��

的判断矩阵有

�一�
�们︸，自八�，土产七

二���
入� �二 一 �

�

��， ��二 旦 ��一 �

�

� �
。
��， � �

。
���

满足一致性要求 � 对于�
� 一 �

�

的判断矩阵有
�

�� �� �� �� ��

������
、入�� �� �

。
��

����
。
��

�
。
��

�
。
��

�
。
��

�
。
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�
。
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�
。
���

�
。
�

�
。

��� �
。
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。

�� �
。
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� �

���

���
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基本上满足一致性要求
。

�
、

总层次排序及一致性检验
。

利用式 � �� �计算得
�
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对于图�所示的三阶层次结构
，
其一致性检验如下

�

设第三层相对于第二层的各判断矩阵的一致性指标向量为
�

��� ���
王夕 ��

�… ， ��
。
� � ��

。
� �， �

�

� �， �
�

��， �
�

��， �， �
�

����

��� ���
工， ��

�， … ， ��‘ �� ��
�

��， �
�

��， �
。
��， �

�

��夕 �
�

���

则总层次的
，一致性指标��和��为

�

� �

��� ��
一

�
� � 习 ���

·

��“ � �
。
���

�
一
�

�

�之�� ��
·

�
� � 乙 ���

一

��“ � �
�
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�
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�

这样随勿�一致性判别指标为
�

�� � ������ �
�

�����
�

��� �
。
���

总层次中的所有判断矩阵勉强满足一致性要求

�
、

结论分析

根据最终的�就可以对方案进行排序
。

如上例
，
就可以为三个工作单位中�单位综合情

况最好
， 其次是�

， 再次是�
，
因此就可考虑进�的单位工作

。
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