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体系构造分析的一种算法及程序实现

樊 友 景
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提 要
� 本 文 根 据 沟造分析时可将杆件视作

一

刚性的假设
，

对连接 ” 个结点的各类杆件导出 了

相应的 � � 一 �个独立的约束方程
�
考虑到体系的约束方程组 �以结点位移 为未知�的齐次线性

方程组 � 的系数矩阵的极库稀硫性
，
采甩初等变换的思想将它化成阶梯型方嫉

�
根据变换结果

，

判断出体系的几何可变性
、

多余约束的数 目
、

自由度数目
，
并指出各自由度发生的哪个结点的嘟

个方向
，
以便进行改善

。

关健词
�

体系
，
自由度

，
多余约束

。

� 问题的提出

体系可以看成是由对象加上约束组成的
。

在这里把结点视作对象
，

杆件视作约束
。

想体系中的约束全不存在
，
这样平面内几个结点的 自由度总数为 � � ，

其次将全部约束

共有�个� 力吐去
，
若全部约束中有�

�个约束是非多余约束
，
那么体系的自由度数为

先设

�设

� �

物
一 ��

� �
、

一 ��， �
�

从概念上讲 �才�式解简单
，
但用起来却有困态 因为首先要分清楚哪些约束是有用的

，

嘟些约束是多余的
。

由于这个问题涉及到体系的具体构造形式
。

体系越复杂诊个问题越难于

解决
。

于是希鬼将这全难题交给计算机去解决
·

这样就需要将每个约束数据化
，

用一杨束

方程来表示一个约束对体系所起的约束作用
。

� 各种杆件的约束方程

� 简单链杆的约束方程
如图 �所示仅在两端具有铰结点的朴件称为简单链

杆
。

由于进行构造分析时忽略了材料微小变瘩的影响
，

把每根杆件都看作刚牲的
。

这样 �
、
�两点将被杆件 � �

刚性地连在一起
。

当�
、
�两点分别发生位移

“ � 、

� �

。 ‘ 、

� 。时
，

因 � �杆不能伸长使得入
、
�两点沿杆轴

线方向的线位移必须相等
。

即
� 图 �



郑 州 工 学 院 学 报 �乐��年

� ��始 � � ���� � “ �
一

吸�日���口� ����� “

该式中� 表示 � �杆与�轴的夹角
。

若用 �
、

�两点的 坐标表示方向余弦 �仍��

��� 式变为
�

���

��� “ ，
那么

、
�

� �
，

�、 � 一 凡���

这就是简单链杆的钓束方程
。

�
·

� 折线和曲线复杂杆件

� �

可

��� 一 �人�一 ����� 一 ���一 ����� 一 ���� �
见��

、 �

介
、 ·

�乐 �。 中只有三个是独立的
。
认

。

���

所谓夏杂杆件就是联结三个或三个以上结点的杆件
。

图 �所示的复杂杆件具有这样的特

点
�

即由某端的前两个结点向其余结点引直线
，
这些直线均不会重合

。

�� �

图 �

对这样的曲线或折线形杆件
，

就其对各结点的约束作甩来说等价于图 �所示的铰结体系
。

因为它们均使平面内�� 个结点的 ���个 自由度减少到了 �个 自由度
，

因此图 �中各体系的约

束方程也就是图 �中相应杆件的约束方程
。

而图 �所示体系是在结点 �与结点 � 、 、

�
、

��
二

�冰
匕止

图 �
�� �

二�，之问加上�
�一 �根简单链杆

，

在结点 �
�

与结点 �
、

�…… �之问加上
�� �

组成的铰结体系
。

其中每根简单链杆都可以提供一个如式 ��� 的约束方程即
�

���、 一 ���� �� ���一 ���一 ����� 一 ���一 �� ��， 一 �� ��
’

�

��� �
、

�……�� 、

脚 ���一 欲 �� �� ��， 一 �� �一 ����， 一 盆�
卜

�，��� 一 �� �� �

根简单链杆

�� 于 �

共有
� ， 一 � 十 �� 一 � 二 ��� 一 �个约束方程

�

在图 �的体系中如将��杆视为基础刚片
，

，’ � “ ‘

喻�少

那么整个体系就可以看作是通过逐步加入二元

体���
、

���
�� �组成的

‘

在整个组成过程中既不缺少必要的约束
，

又无多余的
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竺妹
。

杆件
，

故这 � � 一 �个约束方程是彼此独立的
。

于是得到对图 �所示的连结��个结点的复杂

它对体 系所起的约束作用相当 于�川
一 �根简单链结

，

相应的约束方程如 ���
、

式

� 一 � 直线形址杂杆件

对 于图 �所
��几的复余杆件

，

如仍用 ���
、

�� �

程之问是相关的
。

这是因为如果��杆段不会伸长
，
� �

杆段杆段不会伸长
�

则必有 � �杆段也不能伸
一

长 ��
二 �

、

小二
� � 这说明约束方程 ‘ � � 在这种情

况 下不能再提供新的约束
。

但是由于整个杆件在位移

过程中只能发生刚体位移
。

那么各点由于刚体转动角

位移 “ 引起的线位移之问必存在着一定的关系
，

我们

可以由这些关系来寻找新的约束方程
。

式给出它的约束方程
，

就会发现这些方

如图 �所示
，

假设杆件在位移过程中
，

由位置 �移到 了位置川
。

我们可以把杆件看作先

平移
“ ‘ 、

们 到达位置 ” ，

然质绕结点 �
‘

转动“ 角到达位置班
。

口拦
…

止
‘ ，

�

‘月，��
�

���
���������

图 �

由 �
几

杆件发生的 怂刚体转动
，

故可 由相似三角形△� ， △、 ‘

�’ �“
得到以下关系

�

二 �
，
�

， · ·

…�
��一��

一一
由一卜

其中瑞 为刚性转动引起的 �点线位移
，
��为结点 �到结点 �的距离

。

由图 �可见由于��平行于�
， ，

所以它们与竖直线的夹角相等
，

设这个角度为 �
，

则如图

�所示
�
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由 � ��� 一 边 �� ��� 口

�� � ��� 一 ����导���

或
�

�� � ��� 一 � ���� � ��
’

�� 二 ��� 一 ��������
‘

设杆件与 �轴夹角为刀则由图 �可知
�

�� � ��� 一 �������对

�� � ��� 一 ����� ��声

或 �� � ��� 一 �������卢

�� � ��万一 ����� ��月

将 ���
、

���两式代入 ��� 整理后得
�

���

���

���

����

� �
�� �

—
一

一
� � �� �

����
��一 �� �� 一 ��

� �

—
一 ��

—
� �

沌� 一 �� �� 一 ��

��� �
，
�

，

将 ���
、

����两式代入 ���

� �

。 。 。 � � �

� � ， 劫 丰�� 幸��

式整理后得
�

�
�� �

—
一 � ��

�

—
����

�� 一 �� 不京
�

��� �，
��

’

二 严 口 �

��

一 ��

��

�
一 ��

—
� �

�� 一 ��

式 ����
、

����都是由式 又 ��得出的
，

情况下选用 ���� 式列约束方程
，
当�� � 。

，

二 ��

牛�� 丰 ��

夕 半 �
，
声 牛��

“

时两者是等价的
。 一

故一般

�即竖向直杆 � 我们改用 ���� 式来列约

当时

束方程
。

对图 �所示直杆
，
式 ��� 给出川 一 �个约束方程

，

式 ���� 或式 ���� 给出�� 一 �

个约束方程
，
同样得到 ��， 一 �个约束方程

。

另外对不属于 �中所述的折杆或曲杆的其它复杂杆件
。

我们总可以先由式 ���得到

����

个约束方程� 然后考察第 �个结点与结点 �
、

�是否共线
，
如果共线用式 ���� 或式

给出约束方程
� 否则用 ���式给出约束方程 �其中 �

二 �
，
�

， ……���
。

同样可以得

到 � � 一 �个约束方程
。

� 分析方法

综上所述
，

我们可以对体系的各根杆件列出相应的约束方程�设共得�个
。

如果将所有
� 个可动结点的位移分量��

， ��…
、

�� …场 ， � 。

排列成一个列向量
�

�二 戈��
，
��…… ����

�其中���一� “ �、 ，
�� 、 � �� ，

� 二 � � � 那么这�个约束方程就是以丁为未知向量的�阶

齐次线性方程组
�

����� � �一��� � …… � �����
卜

二 �

����� � ���由 � …… � ����� � �

�。 一�� � ����� � …… � �。 、
��� � �� ����

尽管对单根杆件得到的约束方程是彼此独立的
，

但由它们得到的体系的约束方程 ����
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�走乍��������了�’�咨��

某个 �或某些� 约束方程可以由其它

约束方程线性表出
，

因此不论它是不

变体系
�

或为可变体
，

初等变换后必出

现 � 二 �恒等式
。

并且这些恒等式的

数 目就是多余约束 的数 目
。

�
�

�
�

� 如果初等变换是以行号

超出�而终结
，

系数矩阵将变换成图

�所示的阶梯形矩阵
。

可见在这种情

况下不存在 � 二 �恒等式
，

体系无多

余约束
。

这说明加上的�个约束均起

到了约束作用
，
减少了体系�个自由

度
，
土次后体系还有 � 一 � 个自由度

。

乃外在每次跳列时把当时的列号

记录下来 �即记录下来可任意取值的

位移分量的序号�
�
对情况 �由最后

一行所表示的方程

军
口

�

圈 �

图 �

扭���� � �� � ������ � …… � ��，�� 二 � ��� � 丰 ��

可见
�

俐
�外其它未知量均可任意取值

。

因此上还要把情况 �的最后一行的第一个非零元素

以后的列号记录下来
。

根据记录卞来的这些列号就可以推算出体系缺少约束的位置与方向
，

以便进行改善
。

� � �

设记录下来的某个列号为 �
，

怡，万一门 取整后结果为�
，

那么如果 � � � � �
，

说明
‘

�结点 �向缺少约束
�

否则�结点 允方向缺少约束
。
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� 框图设计

输入信息
�

�

可动结点数�
，

结点座标数组 � �� �
，

总结点数 � �
，

杆件数� �

� ���
，

�包括可动铰支座处的支杆�

因各杆件连结的结点数不尽相同
结点编号时先编 可动结

�

点后编固定结点
。

点号
，
故采用紧缩存贮的方法

，

示
一

第 �根杆上的诸个结点码
�

相同
，

不宜用一个二维数组来统一描述各杆件所连结的结

用一维数组��� �� 来存放各杆件的结点号
。

其中����

子框图�

开蛤

读人孩据

子框图�

��立������� �二 ���
� 二 �

� 二 �� 一 ���� ��一 ����

认 个、 一�

�� � �� � ������
��二�

愉出��教组

����二��《� ��火 �二 ���� ���� 二 ���� 、、

��� 二 ��
一
�
八 � 二 �� 一 �，，

约约宋 问 重 ‘ 清零零

���
。 二 � 。 、 �，�。 二 · 、�。 、

��
。 二 、 、�

·

创创

���
‘

���，一 �。 八��
�一 �� ���

按按 ���式式式式式式式式式式 按 ����式式形形成约约约 �� 乡
、、、

形成约约

束束向童童童 �� �式形成成成 束向量量

约约约约 束向量



�毛
川 �丈 报 �冬�风

�必叮

���曰��叫，��甲�阅��， ，，�闷�
，

，

� 、 � 爷 餐 爷 � 矢 矢 矢
·

矢 矢 矢 一 釜 含 矢

小数点前的整数部分代 友第
·

个站点的结
�百

户 书‘ 、 廿小数
一， 后征

� �

三位 为
·

组
，

分别代丧第 几

个结点的结点码
�

通过 子柑图 � 将实型结点码还咏成格塑结
‘盆
号

。

斗同钊�用来形成诸杆的 各个约 束向狱 、即约 束方程的 系数组成的向量
，

杆件的第
�

�’�占点与红不结点之问的约束向址用 〔 � � 式来版成
「 ‘

场杆件的第 �个结
‘�

子框 图 �

不与其前两个结

少

�几��
一

�

� �二 �
一一�一��砂

灯
� � ��习 小砚

�

日

����� ���

��� � � � ���

��� 〔 � 】 二 土土

��� 二 � � ���

��� 二 ���
，
����

�����
，
��飞��

，
����

�����
，
��� ���

��� �

� 二 ���
，
������

，

��

� 二 �
�

一 �

�三��
，
��� 石

���
，
��� ���

，
��一 ���

，
��

，�
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体系构造分析的一种算法及祖序实砚 通劝

点共线时用 ��� 式形成约湘句几 当本幽钓第」个结点与其脚叫喇凉共 线时
，
用 ���� 式或

����式来形成约束向，
。

子框图�用来进行变换处理
。
用变童 �记录跳列的次数

，
用数组 �记录每次跳列时列号

以便推求缺少约束的位置与方向
。
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