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含互感网络的对偶性的研究
王俊昆鸟

�郑州工学院电机系 �

提 要
� 本文讨论了含互感网络的对偶性

，
给出了两个具有互感偶合的电感线圈的对偶网络及一般含互感网络的

对偶规则
，
并论证了含互感平面网络存在对偶平面网络的条件

，
从而扩大了对偶原理在网络分析中的应用领又炜

关越词
�

互感祸合网络
，
对偶网络

，
对偶原理

。

� 含互感网络的对偶网络

图 ���
一

�� �示一具有互感祸合的电感元件
夕
其端 口特性为
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为便于作出对偶网络
，
按替代定理在它的二端 口各接一个电压分别为�

， 、
�

�

的独 立 电

压源
，
并化成受控源模型得到图 ��� ���所示网络

，
利用含受控源网络的对偶规则求 得其

对偶网络如图 ��� �。 �所示
，
其受控源模型的端 口特性为
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入
式中��为互感系数�的对偶参数称为互电吝系数

。
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图 �

对比具有互感祸合的电感线圈我们定义一种具有互 电容藕合的电容器
，
它具有式 ���

表示的端 口特性
，
如图 ���所示

，
于是具有互感祸合的电感线圈和具有互 电容藕合的电 容

， 二一 、 、
器互为对偶元件

。

由于互感偶合的电感线圈是一种磁通 祸 合 元
�尸

’

�
刀 、 月

广卜勺 厂�， 泣 件
， ”陌互电容祸合的电容器就 ’位是一种电荷祸合元件了

。
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么宁宁叭 认 为 了便子讨论含互感网络的对偶性
，
我们利用去藕法得出具

�

‘ 一习 匕一诵
。 ，

有互感祸合的电感线圈的无互感等效网络
，
再作出其对偶网络以

一 导出具有互电容藕合的电容器的无互电容的等效网络
。

图 �

先考察图 ��� �� �所示网络
，
该网络的端 口特性为
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显然
，
待求的图 ��� � �

�

�网络的等效网络是一个四端元件
，
设为一个完全四角形的网

络如图 ��� ���所示
�
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按节点法可写出该突全四 角形阅络的节点电压方程为
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分别为节点�

、
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、
�及�的节点电压

注意到下列关系成立
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将式 ���代入式 ���可得

� 一� � � 、 �
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�， 十 �

� ‘ �����一 � � 。 一 ，

完全四角形巾诸运算导纳
’ �

满 足式 �� �的条件
，
显然这些条件中只有三个条件是独立

白勺
。

将式 ���代入式 ���并往意到�
， 二 �
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比较式 ���与式 咬��并考虑到式 ���就可求得完全四角形的诸运算导纳为
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月络的卒效网洛如图 �� � �
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� 图中的运算导纳已
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按照图
一

��� ���， 在所得网络中再串联运算阻抗�
� � 二 �� �

及��
� 二 ���

后就 可 得 到

具有互感祸合的电感线圈 〔图 ����� �〕的无互感等效电路如图 ���所示
，
图 ���网络的

对偶网络即为所求的具有互电容辐合的电容器 〔图 ����的无互电容的等效网络
，
如图 ���

�� �所示
。
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如果图 �工��
� �中有一个线圈调换一个周名端

，
则图 ����“ �中 的��应换成 一 ��

由于在一般含互感网络中两个具有互感祸合的电感线圈最多可涉 及
·

四 个 网 孔 电流图

�。 � ���，
这四个网孔对偶图 ��� �“ �中的四个节点

，
结构上的对偶荣系确定后

，
于是

就可总结出含互感网络的对偶规则如下
�

、

� 八

���两个自感�
�、
��

分别对偶两个电容�
� 、
��

·

���宜感�的对偶规则是
�

当通过两个具有互感辐合的电感线圈的两个网孔电流的 参

考方向 �均取顺时针方向或反时针方向 �对该两电感线圈的同名端而言是一致时
，
在对偶这

两个网孔 的节点间接一个互电容 一

人

���
�

反之接一个互电容 � �。

感线圈同向串联而有两个网孔电流通过时
，
由于 这时两 个 网孔

。

当两个具有互感藕合的电

电
�
流的 参考 方 向对 该 两

电 感 线圈 的 同 名 端 而 言必 然 是 不 一 致
，
故应在对偶这两个网孔的节点间接一个互电

� �

容 辛邓
�� 反之若两个具有互感辐合的电感线圈反向串联时

，
则相应的接一个互电容 一 ��、

例一
、

求图 ����� �示含互感网络的府偶网络

解
�

这是一个含互感的平面网络
夕

先作出该平面网络不考虑互感时的对偶网络
， �

它仍是

二爷平面网络
，
如图 ��� ���实线所示

，
再在图 ������的基础上按含互感网络的对偶

规则处理互感的对偶
。
由于网孔电流�

， 、
��流过�

。 、
� 。
的方向对同名端一致

，

故应在图 ���

�

���节 点 �
、
�间 再接 入互电容 一 ��， 网孔电流�

， 、

几流过�
。 、

� 。
的方向对 同名 端 不

月

� �

一致
，卜故应在图 ������

‘

节点飞
、
互间再接入互电容 � ��� 网孔电流丈�与外围四 路 电 流

�‘ 流过�‘
、

认的方向对同名端不一致
，
故应在图 ������节点 �

、
万间再接入互 电 容 十

小
��� 网孔电流�

�

与外围回路电流场流过�
。 、

�。
的方向对同名端一致

，
故应在图 � ���节点

�

亚
、
万间再接入互电容 � ��，

致
，
故应在图����节点 �

网孔电流�
。
与外围回路电流�

�
流过�

。 、
�

。
的方向对同名端一

八

『间再接入互电容 一 ��
，
于是就得到了图 ��� �� �含 互 感
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祠 络的对偶网络 �图 ������ �，
注意到该网络中互龟容支路均用虚钱表示

，
而且 它 是

平面网络
。

例二
、

求图 ��� �� �示两个具有互感藕合的电感线祠的
一

串联电路的对偶电路

解
�
图 ��� �� �示电路是一个单回路电路

，
它的对偶电路中有一个独立节点�

，
而 参

考节点。则与外围回路对偶
。

按上述含互感网络的对偶规则
，
由于两个具有互感藕合的电 感

直

线佃同向串联
，
故应在节点�

， �之间接入互电容���
，
于是得到图 ��� ���所示 的

「

对 偶

� 八 �

电路
，
其等效电 容为�

� � �� 十 ��” 。

再对倡

路
，
如图 ����� �所示

，
其等效电感为

�
， 十 �� 十 ��

，
这一结果是大家熟悉的

。

����“ �电路的无互感等 效电

一、 �
一

浮 �

万了卜
� 。
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图 �

� 含互感平画 网络存在对偶平面 网络的条件

一个只 由独立电压源或电流源
、

电阻
、

电容等二端元件组成的
、

其图是连通的
、

平面的

和非链的网络
，
其对偶网络也必然是由上述二端元件组成

，
且其图亦是连通的

、

平面的和非

链的网络
。

图 ��� �� �的含互感平面网络其对偶网络也是平面网络
，
但一般而言含互感平

面网络其对偶网络不一定是平面网络
，
只有在特定条件下其对俘网络才是平面网络

。

下面我

们来讨论含互感平面网络存在对偶平面网络的条件
。

如果一个含互感平面网络
，
在不改变网络的拓扑结构条件下能消去互感变换成无互感的

等效网络
，
则必然能存在对偶平面网络

。

但在一般情况下
，
含互憾网络消去互感变换成无 互
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感等效网络时
，
不仅会改变网络支路的有源和无源元件的参数

，

而且会改变
丽雨括子下骊

。

我们来确定含互感网络在不改变网络的拓扑结构能够消去互感的条件
。

设一含互感网络有�条支路
， 、
二个节点

，
且每对支路间都存在互感

。

该网络第�条支路支

路电压与支路电流的关系 〔图�〕

可写成

�� � 土��� ��
。 �土�����

。 � � … � �
���

�� 土 …

土��长、乙�一 �� ���

试考察任意一个由�条支路组成的闭合回 路方

程
，
在这方程中

，
除了出现组成该回路的�个 支路

��
、

图

电流外
，
还出现有不属于该回路的�一�个支路电流

。

因此
，
消去互感的问题

，
从数 学 观 点

看来
，
是把回路方程内不属于该回路的一些支路的电流消去

。

即须把不属子该回路的�一�个

支路电流用其余�个属于该回路的支路电流来表示
。

但是支路电流服从��� 的 约 束
，
根 据

���只能列出� 一 �个独立方程
，
因此含互感网络在不改变网络的拓扑结构能够消 去互 感的

条件为

二 �一 �《 � 一 �

球 �一 � � ��� ����

即是说
，
网络中任一闭合回路的支路数应不小于独立回路数

。

容易验证图��� �的含互

感网络满足式 ��� �的条件
，
因而其对偶网络是平面网络石

一个含互感复杂网络包含许多不同的回路
，
例如图��

。 �的网络其有七个不同的回路
，

要确定每一个回路是否满足式 ����的条件是很麻烦的
，
为此我们根据网络拓扑理论进一步

寻求不改变网络的拓扑结构能够消去互感的条件的另一种便于应用的表达方式
。

设有一个含互感网络具有�条支路
�个节点

，
可写出网孔方程为

仁��〕 〔��〕 � 〔��〕 ����

其中〔��〕 � 〔�〕〔��兀�习犷称为含互感网络的网孔阻 抗 矩 阵� 而 〔��〕 � 〔� 〕 〔� 一 〔�」

〔�、 〕 〔�〕称为网孔电动势列向量
。

为了便于确定含互感网络的无互感等效网络
，
我们将含互感网络的支路阻抗矩阵 〔�、 〕

化成两个矩阵和的形式
，
在网络每对支路都存在互感的情况下有

�
。 � 土�� ��

，

土�� �� … 土 ��

土 ��
� � �

� �
‘

土��� � … 土��

土 ��、 �

���������从

一一
，�‘

匕��
��

� 〔��〕 �

�
一

�
。 。 。 � ，�

土���� 土 ��、 � … �
�、

〔△��」 ����

其中

〔�一」 � ���� ��
� �， �

一�…�一‘〕 ����

称为不考虑互感时的文路阻扰矩阵
，
而
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土��
��

士 ��
� � �

土�� ��

土��
� �

士�� �‘

�� 土�� ”
〔△�。 〕 �

����

�

�
���
�、�

火 士�� 、 � 土 �� 、 � 士 ��、 � … �

称为支路互感阻抗矩阵
夕
它的对角线上的元素为零犷 非对角线上的元素为相应两条支路

间的互感阻抗
，
且由互易原理有�

�
产 ���。 于是含互感网络的网孔阻抗矩阵 〔��」也可表示

成两个矩阵和的形式
�

〔��〕 � �� 〕 〔�。 〕 〔� 〕 � � 〔�〕
� 〔��〕

〔��」
� 〔△�

��〕 ，� 〔� 〕 〔△��〕 �� 〕 �

�〕 ����

其中

��
一〕 � �� 〕 〔��〕 ��」� ����

称为不考虑互感的网孔阻抗矩阵
，
而

〔△��〕 � 〔�」 〔△�。 〕 〔��� ����

称为网孔互感阻抗矩阵
，
它的对角线上的元素也为零

。

待求的无互感等效网络与原来含互感网络具有相同的拓扑结构
，
也用同样的网孔方程表

示
�

为此无互感等效网络的网孔阻抗矩阵 〔��〕 等效和网孔电动势列向 量 〔�们 等效，
应 对

应地等于原来含互感网络的网孔阻抗矩阵 〔��〕 与网孔电动势列向量 〔��〕 ，
即有

���〕 等效 � 【��〕 � 〔�二 〕 � 仁��二〕 ����

〔��〕 等效 � 〔�� 〕 � 〔�〕 【�〕 一 〔� 〕 ��、 〕 〔�〕
二 〔� 〕 ��〕 一 〔� 〕 【��〕 ��〕 一 〔� 〕 〔△��〕 ��〕 ����

应用式 ����可以直接决定等效网络的网孔阻抗矩阵 〔��〕 等效，
按照这矩阵的元素 很

容易决定出支路阻抗
。 〔��〕 等效中第�行第�列的元素等于�

、

�两网孔的互阻抗
，
而 位 于 该

矩阵对角线上的元素等于相应网孔的自阻抗
。

由于只含互感网络的网孔阻抗矩阵为 ��一 立 � ��� ��一 � � ��阶对称方 阵
， 只 含 有

��一 �千 ���
��一 � � ����一 � �

�

��一 � � ����一 � � ��

�
个独立元素

，
根据 式��

两端对应元素相等只能列出二吐竺丝
一

黔
卫

坦
一个独立方程

。

而待求无互感等效 网络

未知支路阻抗的数 目等于网络的支路数�
。

因此
，
消除互感的问题有唯一解的条件是

工互二旦土鱼�
��

二上二卫土工上
二 �

�
����

也就是含互感平面网络存在对偶平面网络的条件
。

满足式 ����的条件
夕
含互感网络可以在不改变其拓扑结构前提下唯一地求得它的无互

感等效网络
，
显然

，
消除互感引起支路阻抗的改变

， 同时从式 ��� �可以看出
，
支路电压源

的电动势应保持不变
，
但支路电流源的电激流却发生了变化

，
文路电流源的电激流列向量变

为 〔�〕 � �么�〕 ，
其申
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〔△�〕 二 �△�。 〕 〔�〕 ����

左吐
�

些卫全叉吐之里轰��时，
独立方程数目少于未知支路阻抗的 数 目

，
消除互

威的问题有无限多个解答
�

在二竺 孕土呈工二互二些
一

�
一

立��时独立方程数目多于未知 量 的
‘

�
‘ 一 ’ ‘

一
‘

一
’
� �

一
� �

一
’

“ ’

� �

一 �
� 一 ’

一
’

一一
‘

一�
、 ” 一 一

’ 一

一
�

数目
，
因此不改变俐绪钓拓扑结钓季 只改变网络的支路阻抗和电源参数不可能消除互 感

。

图��� �的含互感网络粉“ ��� 食� �， 满是式 ��� �的条件
，
可以在不改变网络的拓扑结

构而消除互感
，
我们来隶出箕无互感等效两络的各支路元件的参数

。

按照图��
� �选定的 各

支路电流与网孔电流的参考方向可写出网孔矩悴
� 一 � 一 � �

� � 一 � � 一 �

�

�
�
��

一一
，�刁

�一�‘

支路互感阻扰矩阵为

几�
�

�
�

�
����

耐洲
尸

�����仃

〔△�。 〕 �

� �

� �

� ��

户仁��‘八妇���甘﹄��
�

�
�
�

��
、

网孔互感阻抗矩裤为

广
。
��

一 �

卜
〔△�� 〕 � 〔� 〕 〔△�·〕 〔� 〕

巧
二

�
�� 。 “

�
� 一 �� � �

�

�

不考虑互感的网孔阻抗矩阵为

、

��
��

�叼�
矛

��十
‘

钾
一

斌
十 ��

·

〔�� 〕 �… 一
�。

一 ��

仁
一

斌
含互感网络的网孔阻抗矩伸为

�一� �� � ��

� ��
。

�

���

一 ���

�毛 � ��

��。

�
�

�
�
�

��卫
︸�

一��
一�

�

·

一����一一� ��

��

一 �
� � ��

� � � �� � ��
。

�

��。
��

���

� ��
� 十 ��

�一
�
州︵��一�‘飞

�

一�十
︸

产沙凡岛�
一一����卜����卜七

〔��」 � 〔�二� � 〔△�， 〕 �



第心期 王俊尾鸟� 含互感网络的刘
�

偶性的研究
��‘ 卜�������目�御自自���� �启，晰���以匆目��目尸白

设待求无互感等效网络的网孔阻坑矩阵为

〔���等效 �

�
�么十 几 � �

。

一 �
�

一 ��

一 �
�

�

��十 �� 十 �
。

一 �
。

式中�
�、
�� 、

�� 、
�

‘ 、
�

。 、
�。
是等效网络各支路的阻抗

。

根据式 ��� �可得下列方程组
�

‘

招
喻一一一 “

�
一 、 �， �� � ��十�

。 ‘

� �
� � �

沈�
� ��

。

�一� �� � �。 � � �� �� � ��
。

��

铭
落 ‘ �。

’

�

斌
� �认

� “ “

。
仕

从而

�、 � � ， 一

卜��

�� � ��
‘ 一 ��

�
。 二 ��

。

电源电动势�
，
在等效网络中保持不变

。

于是所求的无互感等效网络如图 ���所示
，
其

拓扑结构与原来含互感网络相同
。

若将图�的平面网络求其对偶网络即得到图����的 平 面

网络
，
这就证明了本文提出的含互感网络的对偶规则是正确的

。

� 结 论

本文从含受控源网络的对偶性出发讨论了含互感网络的对偶性
，
导出了两个具有互感藕

合的电感线圈的对偶元件为具有互电容藕合的电容器及其无互电容的等效网络
。

并进一步总

结了含互感网络的对偶规则
，
还举例说明作含互感网络的对偶网络的方法

。

最后提出并证明

了含互感平面网络存在对偶平面网络的条件为式 〔 ���或式 ��� �，
从而比较完整的解决了

含互感网络的对偶问题
，
扩大了对偶原理在网络分析中的应用领域

。
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