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非线性系统的一个稳定性判别法

朱 心 亮

郑州大学

摘 要

本文用�一函数与�一矩阵的性质导出了非线性系统的一个稳定性判别法
，
特别

，
它可以应用于定常线性系

统
。
三个例子对所得到的判别法进行了阐明

。

关健词
�
�一 函数

，
�一矩阵

，
指数稳定性

。

基本概念与符号

本文中
，
用�

�

表示状态空间�
“

中的开集
。

开区域�
�

称为是矩形域
，
如果它由

�
� � �� �

�
� ����

给定
。
其中� 、

�为 �维常向量
，
且向量不等式意味着向量的对应分量都满足这个不等式

。

函数�
��

·，��称为单增或单减的 ，
如果对� � ’ ， � “ 〔 �” ， � ‘

� � �

时
， ����分 别 满足

��� ‘
�《 ��� 么�或���

‘ �》 ���
�
�

。

���
，，�“

称为非对角线�
���

一
����� ������增加的

，
如果对�� ‘ 、 � � 〔 �’ ， � ‘ 《 � �

且有相

同的分量凡
’ 二 ��

“ ，
�的第�个分量��满足����

‘ �《 ���� 之��非对角线减少的可类似地定义
。

���
�，�，

称为逆增的
，
如果���

‘ �《 ��� “ �蕴含� ‘
簇� “ 。

一个函数�
� �

。

��
�

称为�一 函数
，
如果它是非对角线减少的且是逆增的

。

用�
“ 洲 “

表示一切
� � �

实矩阵的全体
。

记

�
“ � “ � 通��� � �����〔 �“ � ’ ， ���《 �， �砖��

即�
“ ’ �

表示一切非对角元皆非正的
�� �实矩阵的全体

。

任何� 〔 �’ “ 都易表示成

� � ��一 �，
其中

�
��

， ����即矩阵�的一切元素非负���
。
��

� 〔 �’ 器 “

称为�一矩�诈
，
将其表示成��

。
��形式时

，

如果有
������

。
�����表�的谱 半 径�

入一
二

��
�
��表矩阵�

��的最大特征值
。

�� �
� 二 〔入。 �二

�����」’ ‘ “
表矩阵�的二范数或谱范数

。

二
、

几 个 引 理

为了得出我们的主要结果
，
需要引用以下几个定理

，
它们的证明都可以从后面所列文 献

中找到
，
故这里只给出而不再给于证明

。

引理�
、
�� ����� � �� ����������� �����

如果�是一个�一 函数
，
那么由�确定的映射是�一�的

。

引理�
、
�������� �����
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令
� ��

“

��
�

是可微映射
，
这里�

“

是�
“

内的矩形域
，
则�是一个�

一

函数的充分必要条件

是雅可比��
������矩阵 �

“ ��
，� �

�在� “

内处处为�
一

矩阵
。

引理�
、
� 〔 �“ “ 。 ， �是非奇异�

一

矩阵
，
当且仅 当�的每一特征值的实部都是正的

。

设��工�在 系统 � � ���� 的平衡点� 。

附近能展成台劳级数
，
则

‘ 一

圣二
�� � � 。 ‘一

‘ ·，‘ ��” ��
。

��

其中 ‘ ���是展开式中的高阶项
，
而

�

△一一
︸�

�

�

��
�������

” �
」

。 � �

。 �
�

�� �

。 ��

刁� �

。 �
，

�� �

一�

�一��
�一韧

�、�
�
�‘且一�伪口一�

。 �
。

�� �

凳啦叽
�
·

丛叽
�

…�
��������

一一

引入向量
� � � 一 � 。 ，

即得系统 ��
�

��的线性化方程

尹产、 声产、

� 二 � � ��
。
��

为方便计
，
下面不妨取

� 。 二 。 ，
且方程��

�

��仍记为

岌
一 � � ��

�

��

在一次近似基础上李雅普诺夫�����
� ����给出

�

引理�
。

若��
�

�� 中的�阵所有特征值都具有负实部
，
则原非线性系统 关于平衡点是渐 近

稳定的
，
且与高阶导数项无关

。

三
、

主 要 结 果

设非线性系统的状态方程为
� � ����

， � ���二 � 。
��

。
��

其中�
� �

。

��
‘

是对�连续可微的且对每一点
� 。 〔 �二 ，

使��
�

��有唯一解
。

我们称 系 统 ��
�

��

关于平衡状态� 。 二 �是指数稳定的
，
如果存在正数

、 ， 。
使得

��
�
���

�
���

。

��
� �一 “ �， ���

， � 。 � � ��� ��
�

��

定理
。
若系统 ��

�

�� 中的 函数�为负�
一

函数
，
则非线性系统��

�

��是指数稳定的
。

证
�

我们先证��
�

��的线性化系统

� � � � ， � ���� � 。
��

。
��

是指数稳定的
。

大家知道��
�

��的状态转移矩阵为
���

。

由初始状态� 。

出发的解向量
� � ��� � 。 ，

于是
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扩 二 ��
， 贫� � ���，� 。 ， ��，� 。

�

� ��
。 ， ���

，
����

，� 。
� � ����� � �，�

。

�
︿丸户

咬，

“““““胡�阳“� � ��� 十� �� � 。

�

� ���� � �它

�，��
入。 二 〔 ‘� ‘�� ‘ 人 ” ，��

�
�

�、
入二二仁� ‘�· ， “ ” 〕 ” ’

‘��� � �，〕�’ �“︿��八��

入一
、 〔� ���� � �，〕

�入二
�二 几�� ‘ �

�
，

��
。

��去
人一 ‘ ， ��丁��，，

学 报

�》 �簇
︿�

由假设�为负�
一

函数
，
由引理�知其���

���矩阵�为负�矩阵
，
由引理�得知�的每 个特

征值的实部均是负的
， � �

与�的特征值相同
，
从而推知对称矩阵��

� � ��的特征值都 是 负

的
，
因此入�

二

��� 十 ��为负的
，
故只需取

� 二 �， 。 ， � ���入�
二〔 一 ��丁 � ��〕��

就有 �� ��《 �
��

。

��一
，�， ���

即系统 ‘��

��是指数稳定的
。

由定义立知指数稳定一定渐近稳定
，
由引理 �知原非线性系 统��

�

��是渐近稳定 的
，
下

证它也是指数稳定的
。

设�是具有初始条件����� ��的��
�

��的解
，
则

� 二

�
， 、

����� �� � ���� ��
。

�
、

�是具有初始 条 件 � 。

的 ��
�

幻的解

�

��
。
��一 ��

。

� � �

��得

��
。

��

�

口产、 、

一 � � ��� 一 ��� ��� �

�

�、

� 一 �

二 � �� 一 � �� ��� �

上式两边与�� 一 劝作内积可得

映二 一 � � �� �� 一 � �
， � 一 � � � �疮���

， � 一 � � ��
。

��

令
。 � � ��

�
�一 �� ， � �

砚� 肠
�

由 一 �为�
一

矩阵
，
知

。 �

��

且由于��
�

��渐近稳定
， ����连续

，
且是高阶小量

，

故总存在时刻�
。 ，

及
。 ��。 。� 。 �

�
，
使



第�期 朱心亮� 非线性系统的一个稳定性判别法
���������������� ���������������曰

� 、

得当 ��� ��充分小时
，
有 �� ��

。 �
� 一 � 于是由��

�

��可得

� 、
尸、

� ��
�《 一 。 �

��� 一 � � ��

了、 ，

� 一 �
一

二�

�一�

� 一 �。 � 一 。 ���二 一
���

。

因此
，
有

一 �
��《 � 一 �。

。 一 。 �� ���
。 一

尹、 口、
�
口《 口� 一 �

卜

�》 �
尹、

� 一 � � ��《 � 一 �。 � 一 。 ���‘� 。 一 � 。
� ��

。
��� 一

。 ，�

八��八���

又

由此可见 ��
�

��是指数稳定的
。

证讫
。

推论
�

若线性定常系统劣
� ��中的矩阵�是负�

一

矩阵
，
它就是指数稳定的

‘

证
，
这时由����� � �

。 �
。 � �

� �为负�
一

矩阵即明
。

这样
，
我们找到了非线性系统与线性系统的一个统一的稳定性判别法

‘
本判别法的优点

在于
，
我们只利用了����的信息

，
或者说只利用了����的一阶导数信息就可判别稳定性了

。

避免了构造李雅普诺夫 函数且对�
一

矩阵�
�

����� �及�
�

���������建立了�。个等价命题
，

在具体判别时可视其方便者取乏
。

当然
，
本判别法也只是一个充分判别法

。

四
、

几 个 例 子

例 �
�

板形系统的状态方程 ��】为
�

‘

��
。

�…��
�
一

�
�

��‘丹」���

�了

�

�
��︸

�
��

�一�
、

尸

叭一、�乙一下�且一
‘一�︺

�几一

�
护

��…�…��

�曰一

�
、

�
‘

�
其中�

� 、

� �

�
。

皆为正数

，凡

一叭
���

�
一�一

里
� � �

。

��
一

�万

�

一
�

�、�
�

�
��
�����
�
���
�

��了

分 会
。 一

令 手��
十

黔

�
尹��

�
夕
���

…
��卜�����

�
�

�

�
，

��
�

�
������

�
���

�
��、 、

一一�
�

�的顺序主子式均大于 �，

� 。 二 �是指数稳定的
，

故 一 �为�
一

矩阵或者说�为负�
一

矩阵
，
由推论 知 平衡 状 态
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例�
�

考虑非线性系统

� � “ 一 �� 一 � � �

� � � � � 一 � � 一 � � �

� � � �是其唯一平衡状态
。

��

�由于� �

黔
�

〔
一 � ‘ �

介
一 �一 �气 夕

一 �

一 � �� �� �
显然是负�

一

矩阵
，
从而��� �

是负�
一

函数
。

因此系统关于��

〔 一 �� � � � � ， � ， 一 � � 一 �

�〕
�

�是指数稳定的
。

实际上
，
由����的表达式

，
按�

一

函数的定义
，
也不难看出����为负�

一

函数
。

例�
。

考察非线性系统

二
� � � 一 �

一
� 一� � 一� �

� � � 一 “ � � 一 �

�
一 �� �� �

二 �
‘ 。 �

幽了八 � 石玉，

一 �一 �� �� � �

一 �� �

一 �一 �� �

一 ‘ 二 ，

�
二 � � 。���、

、

、��
�

��� � �

� �

、

�
�

�自

�一���
一

�、一一

为负�
一

矩阵
，
故系统关于平衡状态

� 。 � �是指数稳定的
。

对变量较多的大系统
，
需借助于计算机进行判别

。

本文经曹策问教授审阅
，
指正

。
在此

深表感谢
。
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�
非线性系统的一个稳定性，��别法 ��

� ���������
’

� ��������� ��� ���
一

������ �����

���� ������ ��

�����‘ ����� ������，����

��������

�� ���� �����
，
� � ����� � �� ��������� ��������� ��� 一

��� �� � ������ � �� ���

���������� �� �
一
�� ������ ��� �

一
��������

�

����������
，
�� ���� �� ������� ��

��� ��� �� � ��� � 一

�� � � ���� � ������ ��

����� �� ������ � �� ����������� �� ���

������ �� ���������
。

���� ����� �一�
� ������ ， �一�

�������
，
����� �� �������������

�


