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第一积分中值定理的推广
侯 双 印

郑州工学院 �

提 要

本文不仅证盯了下面的第一积分中值定理 �

定理 设 ��函数��� �在 〔�，
�〕上连续 �

��函数‘ �二 �在〔�，
�〕上�������

可积耳不变号
，
贝��在 �

�，
��内至少存在一点占使得

、乙
��� ���� ���一����、皇

��� ���
�习《 七硬��

而且还把它推广到��� �有第一类间断点或无穷型间断点及��� �有界且���
�，���可积的情形

。

关健词
�

第一类间断点 ， 无穷型间断点� 黎曼 ���
�������可积

� 勒具格 ������妙
�

可积
。

定理一 设����� �
，
� �� � 〔 ��� ，

�〕� ��� �� �� ��� 〔 〔 � ，
�〕 �，

则在 �� ，
��

内至少存在一点邑使得

��
��� �� �· ��� 二 ‘ ��，

��
� �� ，�· �

�七���

证明 因��� � 〔 �〔 �，
�〕，

所以存在 � 工， � � 〔 〔 � ， ��」使得��� ， � � � � ��� ��� �
，

�《 � 《 �

��
� �
� 二 � � ��� ��

� �
，
下面分两种情形证明定理一，�

� 《 � 《 �
�。

如� � � ，
则���

��“
� ’ � ‘ ’

� � � ��
簇����

� � ��

��
� �� ，��

这时有

取 �� ， ��内任一值作为乞都有

��
‘ �� �� �· ��一 ‘ �� �

��
‘ �� ，�·

�“
如� 子

，�

因 � �� ����� 任仁�
， ���

，
所以在 〔 � ，

�〕上有

�
�乞��

〔� 一 ��� �〕� �����， 〔� 一 ��� �」� �� �笋�

及

〔��� �一 �」� �� ���，
仁��� �一 � 〕� �� �羊 �

又 ��� �
， 〔� 一 ��� �〕� �� �及 〔���

��
� �· ��·� 。 ，

��〔� 一 ���

一 �� 〕� �� �在 〔� ， �〕上都连续 ，
故有

�」� �� �����

及 �〔��� �一 � 〕� �� ���� �

本文����年�月��日收到
。
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从而有

，� 二 ��� �
��工

“ 资�竺�一，�王
一

���· � � 二 �

��
� ‘ · ���

由连续 函数的介值定理知
�

在
� ，， 二 �

� 〔 巨
， �〕 �之间 ，

因而也在 �� ，
�� 内至少存 在一

点七使得

��
‘ �� ，� �一’ �� 一 、 ���

��
� ‘ � ’ ��

���是���

��
��· �� �� ��� � ‘ ���

��
� �� ，��

���乙���

由 �
。 ， �

。
定理一得证

。

推论 � �

设��设��
� � 〔 ��� ，

�〕 ，
则在 �� ， ��内至少存在一点毛使得

��
‘ �� ��� 二 ‘ �“ ， ��一 ��

�邑���

定理二 设����� �， � �� �〔 �〔� ， �〕� ��� �� ����� 《 � 《 �� ，

则 在 �� ， ��

内至少存在一点乙使得

工�
��· �‘ �� ��一 ‘ ��，

��
� �· ，��

���邑���

证明
�

因 一 � �� ���
，
所以由定理一知

��
��� ��一 � �� ���� � ‘ ���

��
一 � �� ��·

��
�七���

��“
� ’ � ‘ � ��� 一 ‘ �� �

��
� �� ��� �������

证毕
。

定理二也可仿照定理一的证法证明
。

定理三

号
，
则在 �

设����� �任�〔� ， �〕� ��在 〔� ， �」上��� ������，��
可积且� �� � 不 变

� ， ��内至少存在一点乙使得

��
��· ，� �� ��� � ‘ ���

丁�
� �� ，��

��
�息���

在理科数学分析教材中
，
似乎都只证明了

��
��· �� �� ��� 一 ‘ �· �

��
� �二 ，��

�� 《 �
� ��

下面我们以 ���为已知来证明 ���式成立
。

�“
设� �

①如果

� �》 �

�� �� ��� � �，

��
簇� 《 ��

�
为 ��

， ��内任意一点
，
���式都成立

，

所以取 �心

���

���

� �内

任意一点作为邑
，
���式成立

。

②设
丁�
� ‘ � ，��� “
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下面我们用反证法证明 ���式成立
。

如果在 �� ，
��内不存在七使得 ���式成立

，
则

��� �一 ��� �笋 � ������

� �� �，
则

���

如果 二 。 〔 �� 夕 ��有��� 。
�一 ��

��� �一 ��� �� �

否则由连续函数的介值定理知在 �� ，

式矛盾
，
故 ���式成立

。

������� ���

��内至少存在一点七使得��邑� � ��。 �
，
此与 ���

同样可知
，
如果 � ， 〔 �� ， ��有���

， � 一 ��� ���，
则

��二 �一 ��� ��� ��
�����

以上说明
�
当� 〔 �� ， ��时

，
且��

� �一 ��� �笋 。时
，

��� �一 ��� ���， ��� �一 ��� ���

最多只有一成立

下面先证明
� ��� � 一 ��� �� � ��� ����也是不

一

可能的
。

如果��� �一 ������ �������
，
则

��
〔 “ · ，一 “ ·，口“ · ，��� 。

其理由如下
�

令

� 二 道� �

则有

����� �
夕 � � � ， � � ��

��
“ ·，‘ � �

丁
���·，�二 �

〔 。 ， 。 �一 � “ ‘ ’ �‘ “

�
� ， 。�一 �“ ” �� � ”

知

��
〔‘���一 ‘�·�〕���，�一 工

�〔‘�二，一 “ ·，」�‘�，�·

�

丁
〔�， 。 。 一 � 〔“ �，一 ‘�·���、���二

二

�
〔 �，

、

。 〕 一 �〔 “ · ，一 ‘�·�〕� �· ���� 。

从而有

��
‘�����·，�·� ‘�。 ，

��
� ��，��

此与���式矛盾
，
所以��

��一 ����� ��������是不可能的
。

同样可证
� ���� 一 ����咬���� ���，�也是不可能的

。

故���式在
��
������� 。 自勺条件

一

下成立
。

由① 、 ②知定理三在条件�������
� 《 � 《 ��下为真 。

�
“
设 ����《 � ����叹��

这时 一 ���� 》 �，
所以由�

”
的证明知在 �

� ，
��内至少存在一点邑使得

��
‘�二�卜

������一 ‘���
�
一 ������

���邑���
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‘ ·

��

��
，�

�
�

���，�� �
�����������曰����‘ �曰��

一
一毋�一

‘
卜 �阅

一
‘ �妇

“

一
�

一
‘ 户
一一

闷 ，户 �
�

‘ ����切���卜

一
�

�
��

从�可有

��
��· ���·��一 ‘��，

��
��· ，�·

即定理三在条件��� �簇 。�� 《 、 《 ��下成立
。

由�
“ 、

�
“
知定理三为真

夕

证毕
。

���邑���

也可以 �月与�
。
的证明方法类似证明

。

例 ‘ ，
没·
� “ ，

则
扮沐

一
儿认�� � �

解
�

�
�

�
�

� � � 」
�

国 」卜 �

以
�
丁不

�

工

�� �
矢门

。

���乞� ��

定理四 没 ����劝 任��
。 ，句 且 �

媲
、 一

。 ‘ 、 �，� 八 ，

二

跳
一 。 “ � ’ “

���
，
�均为实数�� ��在〔� ，

�〕上��������� � � ，� 。
�

�

积且���
‘
�不变号

，
则

在��
，
��内至少存在一点七使得

�协 ��

� ����义�� ��� 二 ��注� � ��� ���

‘ � � 月

� �
证明

�

令��� ��
’

����
�、 �

���七���

� 二 �

�
����

� � �

即知定理四为 真
。

推论� 没��
��。 ���

， �， 且
��

吮及
� 。��二卜 �

， �

饥
一 。���卜 ��� 、 �都为 实数�

夕

则在��
，
��内至少存在一点乙使得

��
「�· ，�一 “ “，‘�一 ’

���邑���

定理五 设 ����二 �任��
。 夕 ��， 且

���

� 一补� � �

����� ��实数�
， �

媲
� 。 ‘ 、��� ���

�� ��
‘�·，、 ‘· ，�·为有卜民定 “ ，

��在 〔 � ， �」上��� ����� � � �可积且����不变号
，

则在��
，
�� 内至少存在一点毛使得

��
‘�· ���·，�一 ‘�“���

�����·

、 明 � �。
�。 、
丁�
������ 二 。

���尽��� ���

这时
丁�
����‘ ����一 。 ，

所以 �一 匕
「

�内任一点作为�
， 、 ��、、成立 。

� ”
如果 ���������

。

令 数列���
。

�满足条件
� ① �

�爪� �， ②�
。 十 ，
�劝

‘� ③取���。 、 ‘ �， 则 由定理四知

在�
� ， 月

二》内至少存在一点七
。

使得

��
，· ‘�·�‘ �·��� � ‘��

。
�

�少
·
������

���毛
。

�
，�

。
�
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而
� 一刁卜
二丁夕

·‘�·���·��
一 丁�

“ ·，�‘·，�一 有限定值

����

�
，

���卜 �匀 �少
·、 �·��
一 ��

���，�·
� ”

所以
��

兜
���

。 少 二
一

有限定值

又
�
�邑

。

���
。

��
，
听以传

��

�为有界数列
，
故存在收敛的子数列佳

� 。
�
，
记

�

摆
��

� � �

则

又由

��一�

��� 】， ��心
��邑

，， �

‘

� 当�� �

二 ����� 当
�
����

�二
��‘�· ，‘ �·��一 � ‘“一 ，

�二
‘’ �‘ ��，��

��
‘�·�‘ �·��一

、
止罗“ “一 �

��
������

�

摆
‘�乙

�’ �

��
“ �，�‘� ’“ “ �

工���

‘���
��
������

�������则

如得

�������

即定理五为真
。

如
���

���月卜 ��。
�乞�

�
�� �

，

则

‘、�声、��
��了

曰

了、了吸、�
‘�����·��� � �

��
��· ��·

下面证明在�
� ，
��内至少有一点乙使得

��邑�� � ���息���

若不然
，
则有

����一 � 子 � �
����

又有连续 函数的介值定理及外
���“ ���知

��
〔 ‘���一 � 〕‘ ����二 ， 。

此与���式矛盾
，
即�衬式成立

，
从而有

��
“ �，�‘· ’�‘ “

由 �

推论 �

�
“
知定理五成立

，

设 ������任���
，

��屯�

�汇 七匕
峨占‘ 一

下 �
�

��，

芡
�����‘· �·�“��，

且 �

纸
。 ‘���一 、 �实数�

， �

架
。 ����
一

��

��
‘���‘ 叉收敛 ，

则在�一 �呐至少存在一点�使得

��
‘��，�一 “ “，��一 ’

用与定理五类似的证明方法可得
�

���乙���
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定理六 没�� ‘�·�〔 ��� ，
��

，�

��

几��
。����

��
‘���‘ �·，��为有限定值 ， �，在巨一 �“ ‘二�‘· ，

��内至少存在一 饭邑使得

二 一
， 二

止含
一 。 ‘���� �‘实数，� �，

����� � �
可积且 ‘ �� �不变号

，
则 在�

� ，

���毛���

淮沱 �
�

��
‘ 、· �‘ �· ��一 ‘�“，

��
‘ �· ，�·

没�� ����。 ��· ， ��且
二

火飞
。 、���二

一
‘ 一

几
‘

乞。 ‘�入�� ��实数��

������收敛
，
则在�

� ，
��内至少存在一点七使得

��户�����
、、产

�

��
‘�· ��� 二 “ “，‘�一 ’

���邑���

定。 七 设������。 ��· ， ��且�

粼
。����
一

，
���

架
。 ‘���� 二 ，

��

��
‘���· ‘ �·��·为有限定值， ��在〔 · ， �〕上 ‘ �·� ��·���… 可积且

盯��不变号
，
则在��

，
��内至少存在两点乙

�，
乙
�

使得

「卜
�

�� �‘

�
�

������� ��� 一 ��层
�� ���

二 ��� � ��弓
�� �

�

��� ��‘
‘ � � � � 七

���乞
，
�

�
�毛

�

���

�� 尸 � ��

证明
�

���
�������‘ �

���
�������� � �

�
��二���、 ��、

� 一 口 � � 仁

二 ���
‘ � �

“ ‘ �、 ，�� � ���
� ��

’ “ ��二��二

� � ��

证毕
。 ���邑

�

�
�
�弓

�

���

��论五 设 ��‘ 、·，任��一 �，且二 一

全扩��
。 ‘���二一

二

架
。 ‘ 、���� ��， ��

�

��
‘�·��·

仪敛
，
则在�

� ，
��内至少存在一点七使得

��
‘��，�� 一 ‘�“，��一 ’

证明
�

在定理七中取以��
� �，

�

「�
、 ， 。 � ‘ 、

� 十 �

」“ ‘ ’“ � 一 ‘�乙�’�“ ����
一 � ’ 十 “ 乙� ’ ‘��

�

恤扩
得

�

牙之
�

� ‘�勾
一

岁暇
��卜

� ’

当 ��邑
，�二 ��气

�
�时

�。 ��
工

�琴��乙
�

���
‘
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��七
� �� ��邑

�

�

二 ��孰 � � ��邑
�

从而有

������ 二 ��色
����一 ��二 ��邑

�
���一 拢�

���息
，
�邑

�

���

当 ��邑
，
江铸 ��乙

��时
，

���乞
，
�� ��七

，
�� �

� � � � ，� ， � 、

���� � 佗�气亏 �，， � �亏 �少了 ‘ 、
一

。
�

� 一
‘

于水 �� �雄 入 、 且 气马 �，， � 气后乞功了
乙

所以在佳
�，
邑
��内存右兔使得

��层�
� ��邑

�
�� ��乙

��

一
’

一�
， � 厂 ���乙

，
�邑�是

�
���

从而有

��
��·��一 ‘���

’、卜
·，

�
�邑���

证毕
。

�

定理八 设 ����父�
、 〔 �〔 � ，

的，

积
，
则在 〔 � ， �」上至少存在一点�使得

� �在 〔 �歹
‘

明上� �� �有界
，

不变号且�
�������可

�� �

�
�‘ �� ���· ，‘ � 一“

，

· � ‘ � �
丁
。 ‘ �� ��，

�� �

其中� � 魂��
�
喊����

， �
镇

�《 �

证明
� �“

设� �� �少� ��《 ����

由条件��知存在� ， 、 � � 〔 〔� ， �」使得
��‘ �

尧 二 � 一塑�

公衬
� �

浪盖 尧尧 �

��
� � � � � 二 �����

� �
� 《 �戒�

且 �《 ��� �《 �

所以由条件 � �及�“
知

。
丁
�� ‘ · ��·

�
�它

‘ �· �� �· ��· 、 �
�
�� �� ���

①若
�
�‘ �· �‘一

。 ，
则
丁
�‘

�

‘ · ，� ‘ · ��一
。 ，
所以 〔一 �」上任一点作

为
� ���

②若

式都成立
。

丁
�� �· ��· ‘ 。 ， 则

�
�� ‘ � ，�·� 。 ，

于是

���� �� �� ���

�� �� ���
《 �

�

�
�一产

�
���

由一元 函数浏介值定理知在�
� ， �」上至少存在一点�

使得 ���式成立
，
即定理八在

‘ �� �����《 �簇��的条件下成立
。
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一
一

一
�

�一一�冲一���一一������������曰�‘ � �自钧�口����口��

一
一一

�

�
�

设 红 �� �《 �

这时 一 � �� ���

�
�� ‘ ��

��
工 、 �、

�� 《 � 《 ��
�� 《 � 《 ��，

所以 甘��
。
知

�「一 � �� �〕�� 二 �� � 一

子�
� ’ �‘ ��《 �《 ��

从而有

�‘ 、·�������
「

一 ‘�·�
�
�� �� �“��

�及�
�《 �

即定理八在� �
� �《 � �� 《 �

���的条件下
一

也成
�

立
。

也可仿照尸的证明方法 证明�
。 。

由�
” 、

�
”
知定理八成立

。

依此定理为基础仿照定理三的证明可得

定理九 在定义八的条件下
，
在 ��

， ��内至少存在一点邑使得

二 ��� �� �� ��二 一 、��� �
� ��、 ���

� 沙 王汤

���七�壬
〕�

分别仿照定理四
、

定理� 设 ����

五
、
六

、
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