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用加权残数法求解环形板的极限荷载

刘福林

�辽宁大学�

摘 要 抓

本文撇口权残数法应用于结构的塑性极限分析
。
针对环形板的不同支承条件

，
从其承受环形荷载的一般价

况出发
，
分别选择一次

、

二次
、

三次多项式为试函数
，
采用加权残数法的子域法求出了环形板在各种条件下的极

限荷载
。
文中薄过例题说明了用加权残数法求极限荷载的方法和过程

，
并且显示了该方法的简单性及优越性

。
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一
、

方法概述

塑性极限分析问题始终是人们非常关心的问题
，
它在结构和机械设计中有着 广 泛 的 应

用
，
它可以为确定结构的安全度或进行极限设计提供可靠的数据

。

由于塑性物理关系是非线

性的
，
在对结构进行塑性极限分析时往往要遇到许多数学上的困难

。

因此
，
研究与探讨塑性

极限分析的计算方法具有非常重要的意义
。

加权残数法是求解微分方程近似解的一种数学方法
。

近年来该方法在力学界得到广泛应

用
，
本文是想把该方法应用于塑性力学中的极限分析

，
通过例题来说明用加权残数法求极限

荷载的方法和过程
。

加权残数法的基本思想是先假设一组解�称为试函数�
，
将其代入实际问

题的控制微分方程和边界条件或其它限制条件
。

若试函数满足方程
，
则该试函数 就 为 完 全

解， 一般地
，
假设的试函数不会满足方程

，
从而产生误差

，
称为残数或残值

。

然后选择相应

的权函数
，
让其控制残值在整个求解区域内按一定的方式消除掉

。

在消除残值的过程中
，
得

到一组包含试函数中待定系数的方程组
，
由此就可求出待定系数

，
从而确定了试函数

，
此试

函数就可作为控制微分方程的近似解
。

将加权残数法应用到塑性极限分析问题中与应用到弹性力学问题中相比
，
不同的

，
除了

需考虑屈服条件外
，
出发点也不同

，
即在塑性极限分析中出发点不是试函数的确定

，
而是求

极限荷载
。

本义主要是采用加权残数法中的子域法来求环形板的极限荷载
，
其计算方法如下

�

设所研究对象的平衡微分方程为

�� 一 �二 � ��域内� ���

边界条件
�

�� 一 � 二 。 �边界面�� ���

屈服条件
�

中��
�，
�

� ， … ，

�
。 �� � ���

本文����年�月�日收到
�
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为了讨论方便
，
可写成无量纲的形式

�

����
�

�

��
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����
�

�

��
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� 。 、 �

均为无量纲的量
�

� � �

��，�
。 �

黔
� 二

鼠
， 。
令自

， “ ·

为 极 限 弯

矩
。

屈服条件
�
采用最大弯矩屈服条件

� 。 �� � ����

边界条件
�

�
�

�彝
�
�� �

， �
，
���� �

�
����

假没试 函数
�

�一 � � � ‘
宁

一 � ’ ，

�
�� � � �� � � ���，

�����
·、
鲁

�
。
一 一 � 。
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�
�� “ � ���一 ��， 公成
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其中
� ， 、 � � 、 � � 、 � �

为四个待定系数
。

显然
，
所假设的试 函数����式满足边 界 条 件 ����

式
。

将试 函数 ����式代入平衡方程��� 中
，
可分别求出弯矩�

。 �

� “ ，
百
� 一 �� ��， 歇《

· 、
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再根据屈服条件����式可求出三个区域内的残值如下
�

��一�
� � “ �� 一 � ，

吾
，十 �� ‘ � ’

奢《
�《

�， � ��� ���
“ 。
�一 �� �� 一 ��� � � ���

��
“ ，

�
·

铆宁 ����

�� � ��一 � ‘ � ���艺 。 一 ���� “ ��� �� ��，
�

。 ， 一
‘

下 、 �、 �

在三个区域内分别消除残值
，
方程如下

�

��

�

�
。 。 ���一 “ �

�。 � ， � �� � ����

一一���

��叭�
�����

���
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。 念��
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上述三式中有五个未知数
� � �、 � � 、 � � 、 � � 、

�，
为了求出这些未知数

，
还 需要补充两个 方

程
。
补充的方程可采用加权残数法中的其它方法

，
例如配点法

，
但选择的配 点不 易 选 得 合

适
，
容易出现误差或误差较大

。

本文中主要利用连续条件来建立补充方程
�

一旨
， �· � �

一
��

。 � � � �
艺 �� � 二 ��� 。 一 �

。
��

�

����

一号
， � ·� � �一

�� 。 � � � � “ 、 。 �� � ���一 ���� � ����

由����一一����式可求出
� � 、

即可
�

� � 、 � �、 � 刁、
�

� 因本文 目的主要是求极限荷 载
，
故只 求出�

� � �一

、 �

��一 � 。
���

。 � � 。
�

一 �艺 。 �〔����。 � � 。
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所以

，
所求的极限荷载为

，︷，自
�
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一
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由公式 ����很容易推广到常见的简支园板的极限荷载
�

���如果均布荷载�分布于整个环形板面上时
，
即�

。 二 � 。 ， � � 二 �
，
则由����式得到其极

限荷载为

�一 。 之 � 、
昌性

�� �

����

”” ‘
。

�甸甸
�����

����如果实心简支园板作用有均布荷载�时
，

即 � � � 。 ，

则由����式得到其极限荷载为

�一 �
缎

·

� �

����

〔算例�〕� 当算例�的环形园板的支承条件改为 固 定 支

承时
，
如图�

。

用加权残数法求其极限荷载
。

平衡微分方程及屈服条件与算例�中的���
、
���� 式 相

同
。

边界条件
�

图 �

�
�
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，

一
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，
�

�
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�

�
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才
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将����式代入平衡方程���式
，
可求出相应的内力� 。 ， 、

到三个区域内所产生的残值
�

� 。 � 、
� ��，

再由屈服条件����式得
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消除残值的方程
�
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。
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由公式 ����可求出常见的固支园板的极限荷载
�

���当均布荷载�分布于整个固定环形板面上时
，
即�

。 二 。 。 ， 。 。 � �，
由����式可求出其

极限荷载
�

�� � ����

����若实
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心固支园板作用有均布荷载�时
，
即� 。 � � ，

则由����式得其极限荷载为
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�· 二 ��
煞

·

� �

����

〔算例�〕 、

一个内外半径 分别为
� 。
与�的环形 固

支园板
，
在其内边

�

上作用有均布压力�
，
如图�

。
用

加权残数法求其极限荷载
�

平衡微分方程
�

因在
� 。 《 �《 �处 ，

�
� 二 一 �夕 �

�
� 二 一 � 。

�
。

所

以
，
由���式得其平衡方程为

����
�

�

��
一 � 。 二 一 � 。

�

图 � 或写成无量纲的形式
�

�����
，
�

��
一 � � 二 一

� 。

� � 。

�
�

�
，

兰
， ‘

一头
� �

头
二�

�
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����

屈服条件和边界条件与算例�相同
。

试函数
�

�
��二�

二

—
�

�一 � � 宁一
，� � � ‘

宁
一 �’�‘ 一 � ’ �

宁《
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该式满足边界条件
。

将 ����式代入 ����式
�

�

十 �
�

。 � � �

鼠
�，一 �‘� �� � �

十
�一 �

�� � ��
，� ���

�一

�门
一一�

由屈服条件得到残值
�

� � �一 �
。

二 ��一
� �

�一 � 。

一 恤
�

�

一

愁
几�，十 �‘ “ � 十

�

十 。 一
��
一

�� 一 �。
，� �

� 一 � �

列出消除残值的方程式
�

一一���
�叭一�

丁
�‘ 。
��一 � 。

�于了
二
��季�一 � 。

��
，

由于试 函数选择得比较合适
，
故上式中已不包含待定系数

� ，
了

。

可由生�式直接求 出 极 限 荷

载为

��一 � 。

二 气万
�

一
�

一
份�

、

� � 又匕 一 � � �
����

此时的总压力为
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月�上飞八�一�爷 � �兀 � 。
�� �

�北���一 � 。

�一 � 。 ����

如果园板为实心的
，
即� 。 二 �，

极限荷载
�

�件 � �兀�
�

由����式可得到固支园板在其中心作用有集中 力�时 的

����

三
、

结束语

�
�

本文用加权残数法的子域法求出了环形园板在不同支承条件和不同载荷情况下的极限

荷载
，
进而还得到园板在均布荷载作用下的极限荷载

。

�
�

本文中的计算结果����
、
����

、
����

、
����

、
����

、
����式 与〔�〕

、 〔�〕中的结果一

致
。
����式与〔�〕一 〔�〕中结果一致 ， ����式与〔�〕 、 〔�〕中结果一致 ， ����

、
����

、
����式

与〔�〕中结果一致
。

�
�

本文中只选择了简单的试 函数�一次
、

二次
、

三次多项式�为试 函数
，
而均计算出满意

的计算结果
。

由此看出
，
用加权残数法求解塑性变形时的极限荷载是行之有效的

，
并且还具

有简单
、

方便
、

精度较高等优点
。

�
�

利用加权残数法求极限荷载时
，
在消除残值的代数方程组中

，
除了含有

�
个未知的待

定系数外
，
还包含木题 目待求的荷载�或�

。

因此
，
要补充够方程个数才能求解

。

一般 地
，

利用连续性条件列补充方程较为方便
、

准确
。

若没有连续性条件可利用
，
可用加权残数法中

的其它方法 �例如配点法 �列出补充方程
。

本文在完成过程中
，
得到了东北工学院张强教授的大力支持和指导

，
审阅了初稿并提出

了宝贵意见
，
在此表示致谢

。
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�

���������� �� �� �������、 �� � �� ���一��� � �

���������� � �� ，� ��� � ������� � ��� �� �� ���� �� � ���� �� �� � �� ��� �� ��� ��

��������� �� ��， � � ��’�� �� � ���� ����� ������ �� ��� ������ 。 ， � �� ����

���������
�

��� �� ���� ���
���产 � ��������� ���� � �� �������� ��� � ���� ��

�������� ����������� �� �������� ���� �� � ���� ���� � ����� �� ��� �����

����������� �� �������� ������
�

��� � ����
�
�������� � ���������� �� ������������， ������ ����� �����

�

�上接第��页 �

�� ���� ��� �������� �� ��� �����

���� �� ������� ������ �� ����� ���

��������
一

�������� ������

��� �����

�����” ��� �����������

��������

�� ���� ����� ， ��� �� ���一�� �� � ������� � ����� ���� ������� ��

������� ���������� ����� �� ������
�

�� ����
·

���� ��� �

�� � ��� � ������ �������� ��� � � ������ �� ��
， � ���� ���

��� ��� ����

������ ���

����

���

��

� ���� 〔�

�� ��� � ������� ��������� �����
，���� � ����� ������ ������� ����� � � ������

，

���� ��
， �����

一

������ �����������
， � � ��� � �� � �� ��� ������� � �� ����

����� �� �� �� ��� ���� ������ � � ����� 丫 ���� � � ����� ����� �� ������� � �

��� �����
� � ��� ��� �

·

������
， 了���� �� ������ ��

，
����� �� � ���� �

，������ ��，

����� ����
。
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其中� 为待求函数
， �及�为微分算子

， �及�为不含
�
的已知函数

，
�� ��� �

， �， … ， �

为广义力
，
例如本文为板中内力�

， 、

� 。 ， �为常数
。

先假设满足边界条件���的试函数
�

�����

�万一一

一一︸
�

式中��为待定系数
， ��为试函数项

。

本文试 函数 �也为板中广义力�
� 、
� 。
中之一

。
���式代入 ���式可求出另一个广义 力

，

然后再代入屈服条件 ��� 中
。

一般地
，
假设的和求出的广义力不会正好满足屈服条件 ���，

于是将产生残值
�

� � �一 小��
，，
�

�， … ，
�
二�子� ���

选择相应 的权 函数�
，
让共控制残值的消除

。

采用子域法
，
是把物体的域�分成不同的

子域�
���二 �， �， … ， ��， 分区域选择试 函数和权 函数

。

权函数为

�
��

�在�
�
域内�

�在�
�
域外�

���

消除残值的方程式为

�
， 、��

�
��、 �

丁
， ����� � 。

���

式中�
‘
是域�

‘
内的残值

。

���式是一组代数方程组
，
据此可求出试 函数

� ，
中 的待定系 数

，

进而确定近似解
。

在方程组���式中
，
除了有待定系数是未知的外

，
还有荷载�或�也是未知的

，
并且它正

是本题 目待求的
。

因此
，
只用子域法一般不能求出荷载

，
还需运用其它条件或方法列出补充

方程
，
例如连续性条件和配点法等

，
才能求出极限荷载

。

二
、

算 例

本文所涉及的环板材料均为刚塑性材料
。

〔算例�〕� 设内半径分别为红和�的环形园板上作 用 有

环形的均匀分布荷载
、�， 如图�

，

用加权残数法 求其极限荷

载
。

平衡微分方程
�

����
�

�

��

一 �一
�� � 一

厂
���· · · ·

… … ���

甘
�

对于该问题
，
根据荷载的作用情况

，
可分三个区域写出其平

衡微分方程
�


