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一类拟抛物抛物型祸合方程的边值间题

董 立 群

�河南数学研究所 �

本文研究了一类拟抛物抛物型藕合方程
，
给出了其弱广义解的定义

，
并证明了这种解的存在唯一性

。

在物理
、

化学
、

生物学及工程技术中经常出现藕合问题
。

近年来
，
一些文献讨论了抛物

与拟抛物型的耗合问题
，
如 〔 �〕用��������方法讨论了一类多维高阶拟抛物抛物型藕 合 方

程组的边值问题
。

本文则是用有限差分方法
，
类似于 〔 �〕中对一般二阶抛物型方程进行的讨

论
，
给出了一类拟抛物抛物型藕合方程边值问题广义解的存在唯一性

。
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广义解的定义

我们考虑方程
�

几
万 兰
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艺
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�� ·

��� �
�
�，�一�

二��

�，� � � �� 一 � �� � ��
�
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�

入 筱

�

设���
”

为有界区域
，
� 二 � 火 ��

，
� �

，
�二 。 � 欠 ��

，
�〕， � � ���

。

把所有属于�而封

�的距离大于 。的点集记作�乙
。

� 、�， ���， ��， �
，
�为�上��勺函数

，

且有
���� ���， ���二 � ��成立

。

下面对本文所用的符号作一说明
。

在百上无限可导
，
对任意 。� �在�

、

�己 内等于零的

函数类用乏�� �� �表示
。 。 上的试探函数空间记为�尸 �。 �。

� ‘ �。 �中具紧支集的 函

数全体记为� 孟�� �

若�的边界分片连续
，
则记为。 �任� ‘ 。

邑�����在�����
��空 间 �孟

， 工���中的完备化空 间 用访 孟�� �表示
。
�。
�� �。 》

在�
�
�� �中的 完备化空 间 用� 孟�� �表示

记� ���为满足如下条件的函数 。 全体
， 。 〔 � 孟�� �

，
且

。 �，�〔 �� ���显然����

为 �

�

孟�� �的向量子空间
，
在其中引进范数 ��

�
��

， � 日
。
��

， �

互 ��
。 二 。�
��
��。

这里 ��

�二 �
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��
，
为

��乙�� ��空间�孟
’ ‘
���中的范数

，
�
‘ ·

��
��
为�

�

中范数
。

易证����为�
�� ���空间

，

并 有 嵌久����” �玉���成立 。

现在我们对于方程��
·

��给出一种广义解的定义
，
我们将对这种解进行讨论

。

崖卫 若函数
“ ��

， ‘�〔 ����满足 ” �“ ，��� 甲�“ �且对任意 ” 任讨互���有

万〔 乏 ‘一，
一

� �，，�一 ’ ” ·，一 ‘

� ��二 �

则我们称
� ��

，��为满足边位条件

厂
���

，
��一 甲���

�

互 ��一 � �� 一 � �一 ��。

〕�
��‘ 二 。 “ ·

�，

二 �

又
。
�
。 � 。

��
�

��

的 〔� ·

��的弱广义解
。

以后我们所提到的��
·
��的解

，
均是这种意义下的解

。

二 唯 一
’

性

我们有如下唯一性结果

定理�
·
� 设��

���
�，
�

。 ，� 〔 ������
�

巨存在常数���
�
使对任意的�邑

，� ，
��〔 �· � �有

�
�

� 泞

互
� ‘�邑�邑，、 。�“ �

�，

互 �，，“�昌，��‘�乒�
“ 。

��� � ��� �

公
·

��至多有唯一解
。

设 � �，� �
为任意两个解

，
显然

� � � ， 一 � �
满足
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·
��

则��
�

��
，

乍�‘东
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�
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� ��二 � ��� �

�

�

艺 �
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���二 �

� �
吧

� 。 〔 �孟����
���

， ��� �
， �】

。 � �

设�为��
�…， ���， ��������的上界 ，

取 。
� ��二

，��一 。 �，置 ”�二��

〔�‘� � �
’

命

土
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，

硫
到

卜 尸
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一

��艺
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二
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��� �
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命
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号
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省
� �

��
�

��

��

从
�

上式可知夕
�

从而可证在�上几乎处处有
� � �

。

证毕
。

差分格式及估计

我们用直线�� ��， � 。 二 ������ �
， … ，

��组成的正交网复盖带形区域� � 和毛�毛�
，

二 乏�
”

�
，
其中��取所有整数值

， �取 〔�’ 弄〕 中的整数值
。

�

， 、 八 、， 一
�

一
、 ， 、 ，

�
� ， �

� 、 、
卜

、

�� �，
且小劝认刀万力整数

。

我们在网的结点上定义函数
� “ 。

用�、表示在���中 与���外的网的任意结点相 邻 的

结点
，
�

�飞

表示劝��内的其它结点
，
函数

�卜如此定义
�
在�。 及顶��外的结点上取零值

， 在

�的下底的网的结点上
�“��

，
�� � 印���

，
在�、 互的值由线性方程组

�

‘、，�， △ � △ “ � 、
�

夕 —一
�

二 �找

—
� ，�

‘ ‘ “ 不 、 ” △��△� �
‘ 盆� ��

��� �

�

艺
��� �
牛 ‘△ �� 、

� △�
八 ‘ ’‘

�

诬汉�
夕 ��户旦

�
� �� �

‘ ‘ “ 凸� 玉

△� 。

—
一 � �△�

“ �

��
�

�

“ 定
。

其中
六

“ 向后差分，

会
“ 向“ 差分·

用类似于 〔幻 所用的方法
， 我们可证

定理�
。
�网格上的函数

� �沪满足

� 自
� � �

票
�� � 又 �

扛
�� �

了、 、 、 。 ‘

�� 口�布
，
嘴 � �

，

� � �

艺
�二 �

�一 才三矛
� 盖奋口 �

���

�
，
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，

产 、 �
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�

丫
‘
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其中常数�仅依赖于区域�及 ��
�

��的系数
。
艺 表示对所有的�、

，
�、点求和

， 艺表示对幻少�

� �

的所有结点求和
。

从 ��
·

��式易证

定理�
，
�线 性方程组 ��

�

��存在唯一一组解
。

四
、

存在性定理

本节我们将先给出甲�劝 〔 �����， ���
，
�� 任����时解的存在性证 “ ，

然后再拓广到，

�� �任 �孟���
，
���

，��〔 � ��� �时的情形
。

定理�
。
� 若 。 � 〔 � ‘ ，

��
�

��的所有系数在�上连续
，
且有

��
����

，
�����

�
任�

�

�� �� �

甲 �� � 〔 �吉�公 �
，
� ��

，��〔 ��� �

及 、 �
�

��成立
，
贝毯��

�

��
，
�王

�

��存在解
� 〔 � �� �且满足

、

�连
。
��

��
，

��

�

万〔
· “ 十

叉
�

，

瓜户

�二 �

�

叉 ��
·�

二 �

�� � 、
�

“ 十 又 � ，
�

‘

�
��
���〕

石石�

�二 �

��别
�

�
�

〕�
��‘
班〔行

��� “ ‘ 十

�

��
。

��

��五

电‘�

�
�、，衬

，

�︺

为证明此定理
，
找们需要下而灼引理

。

资�。 �一 �����天 �

� 。 �
�

，
�� 一 �����蕊 �五时

，
置

�五�“
， ��二 二五����

， ����
， 沪

匆厄
、�五��

， ��

二·

��镇七�
’

�
， 二 任�

”

�上处处有定义
， 一

巨逐段常值
。

用同 样 的 方 法 在� 上 可 确定
�� 八 ��

互万
� ， 一�互石

�

么
“ �五

△笠 �� �
对应的逐段常值函数

�
��

，��
，� ��

， 、 �，� 产��
，��

。

�△一△占位一

首先我们有
�

引理�
�

� 当�、 。 时
，
沪

� “ ，�

含
，�
飞
�
在�

�
���内弱收敛于

� ，��，� 。 ，� ��
其满足

代
一 干

万
·

� �二 �

十 �矛 � 艺
· �

�

�
����、 �〔万�

艺
�二�，�

丁艺
�� � � ‘� �二 �

�、 一����〕 ��
�

��

证 在��
�

��两边同乘��
十 ’
得

�

〔‘
�“，“ �

�

艺
�� �

‘�”�� � ��飞� 艺 �� �‘飞 �� 〕���‘ 、叹艺 � ��一
�护

�� �



����年
由，���一一一一一一

一
�

丫 鱼望 、 �

�
‘ “ △� �

’

夕
��

。

��互。

又因
△甲���
△��

�印
� —

、 入 �，

刁�亩
… � ，一 �

，
邑
�，� �� ， ，

一
， � �

�
，
邑
。 〔 ���一 �， �，�

，
所以 ��

�

��右

端是�
“
��

， ��及

�

艺 〔 印� 。�
“
在�上的积分和

。

由甲��� 任� 台���
，
� 任����可知此积分

�� �

和关于�
�一致有界

，
从而沪

， �

今
， �

努
， �

性
�

在�
�
���意义下关于五一致有界

，
再弱紧性定理即

斗浮引理
。

证毕
。

引理�
�

� 在弱导数意义下
，
我们有 � 。 � ���， � 。 二 � �，� ��� �� 。，

且
�满足��

�

��及 � 〔 � ���
。

证 设小��
， ��任 己伪���

，
我们有

、 ， � ， ‘ 、 二 △飞�
、

�
‘ 汤 �飞卜��一 ��� 琶 � ��

牟兰 �� 一共 艺 �
卜
�� ��

。

��

百
、 一

� 、 ’ 一 ‘ 一 “ 一 △� ‘
�

�
一

二
。 ‘ 一

� 。 ‘ ��
�� �

在网的内结点上置护�
� ，��二 冲��

，�一 ��
，

对 ��
，
�� � 么呜

，��
，��

△�
，
在���上置其为零

。

同前

将护
，

此 延拓为逐段常值函数
。

用�� “ 乘��
�

��可得
�

万
飞
卜
、 。
�� �红 、，�，�二�、

一 丁
、，��� ， 。 �。������

二

� �

其中印
”���是逐段常数函数

，
在结点上等于甲���

。

显然一致地有

��� 〔冲��� ，��
，飞
卜
七��

，
��

，
闷
，
沪�‘

，��〕 二 〔冲�� ，��
，

闷
，��

，��
，
冲���

，��〕

��、 �

及存在 ��
�
��当�一��时

，
��、 ��使

�弱������
��，�沪

��� ��
，� 。
�

�， �

白止匕可得

��
。
��

�

�
七 。 ��。 二

万
飞
卜
。 。
�二��

，

�

丛
�

冲

尸日月�
���

�、 ��
� 、仓�� �、 �

万
�� 。����

�

�

叩

阿日力�
���

�、 ��

从而

�伞�
。 � �冲

。
�����二 冲��

，��甲�二 ��工 ��
。
��

����幻

︸

“刀�
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因为中��
，��任 � �����

，
特别取中��

，��任�
。

�����
，
故冲��

，��� � ，
因 此 ��

�

��即 为

��
、一�‘ �’ �

�

同理可证
�二，二

一

厂
� 、 。

�二��此即说明�弱可微
，
且

。 。 � � �。 ，� � 。��
。

�
� �

� ，〔 �� ���
。

到此我们已证得
� 〔 � � ’

���
。

进一步
，
将 ��

�

��中的砂换成�
专可证得

� �。 二 ���。 〔 ��

�� �
。

由 、��

��及

��
�

�二 ，生 十 。 二生 � �二��二 �

刁� ��
丁
、 �二 ， 。 �� 。 二 ， 。 �。 二可知 �，、 � � 二 、

�
“ 一 �

���
，
又因�五

在承及���外为零故 ��
�

��左端在整个 �上可积
，
于是

� ��
，

�� 任�孟
’ ‘

�� �
。

由在示卜
� ��

，��二�知�
�
， � � ，

于是
二 任 �盖�� �

。

最终有
� 任� ���

。

证毕
。

为证明定理�
。
�我们还需要

引理�
�

� 若函数序列 王、 �� �当�
一，
��时在�

����内弱收敛于
� �� �

，
且 ��

匀” �

。 工七

�，��
关于， 一 致有界

，
则 。 ‘ � ，有广义导数珑�〔 “ � ‘ � ，且

瓷
弱收敛于 一

器
、
一

��二 �
，
一

， � � ��

证明见 〔�〕

定理�
。
�证明 设冲�工

，��任 � 仍 ���
，
在�‘上用中�

二 ，
��在这点的值去乘 ��

�

��
，

又

注意到当�充分小时在
�、上币��

，
�� 二 。 ，

我们得

�
�

冲

�艺
十

、，才
口乏�中� 艺厂�

� 中
奥

�

� �、 。 � ��

�� �兰凶 兰卫
�

�
一

’ △艺 � △� �

去

△、
卜 △��

��� �
”
厄至玉△� �△��

�艺

�� �

�艺二

� 、 。 �

〕 ��
。
��

��
， ��

，

衬与前面方法类似定义逐段常值函数�
卜��

，��
，
冲‘�二

，��
，

冲弩�
� ，��

，
� 誉

，��
，��

，

专�
� ，��

，
����

，��
，
并以�

一 � ’
乘��

� ‘�两边得

肠�
�

�‘万
�、、 、�二��二

���
一 护 。 。 、 �

� � 、
乏 �丫岭

�

�
” �

��� �

�

务劝誉
�

�
， �

护�
�乏�乏

��二 � �二 �

� 、 “ 。 “ � ‘

〕�
���

��
。
���
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令�� ��、 � ，

得��
�

��
，

且由��
�

��得 ��
�

��
。
又由弓�理�

�

�知�满足��
�

��
。

证毕
。

进一步我们有

定理�
�

� 设甲���任�����
，
���

，��任��
���

，
其余条件同定理�

，
�

。

贝，��’��题��
�

��
，
��

�

��

存在解
� 任� ���

。

证 作序列 �甲
二����旦�

。

���。 �，
�。
��

，
�� 〔 �

而�使得
‘

��� ��甲
二 一 甲��� � � ，

�工一 铆
卜 �

，�

��� 】
�口一少 ��

�� 一 �。
�山

� � 。

对于任意函数对 �甲
��，
�。
�

，
据定理�

。
�可知在

� ���中存在 ��
。
�� ��

。

��的解
。
��

，��
。

由 ��
。
��知 引�

。 二
川

，

�关于�一致有界
。

由�
�

中的弱致密性定理及引理�
。

�可知有 �叭�的

子序列 �不妨仍记为
。 。
�及 ��任、 ���佼在�

�

�� �中有
� 。 ，

�。 二 �
。 ，
�。 。

�
二，， �� 二�

� �

�分

别弱收敛于
。 ， 。 。 ， � 二�，� ��。 。

在 �甲
。 ，
�二

�对应约方程 ��
�

��两边令� 、 �� ，
又周显然��杯��

二 甲 �� �
，
川

� 二 � ，

可得定理结论
。 ‘

证毕
。
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