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二维�
������方程��

�������

问题解的正则性的一个注记

黄 世 强

�数力系 �

摘 要

本文利用保形变换给出���
“ “
��方程��

�������问题的一个正则性结果
。

关碗词 正则性

一
、

引 言

文 〔 �〕 利用反演变换及����� �变换得到
�维球上���

“ 。
��方程��

������问题 解 的正班

牲
。

本文不用反演变换及�����变换
，
直接利用坐标变换证明了文 〔 �〕 中定理 �

�

��
，
并

将定理中的假设 条件
� 〔 �艺

�� ���
。
�� �以及川

。 �二 �减弱为只须

� 任�
�
���门�

。
�� �以及�

�
。 �� �

二
、

问题与记号

设� � �二
�， � �

�任�
�， 】� �� � 二 圣 � � 半空间�卜 �二 ��

�
� � �

� � �� ��
� � ��

，
�

� � �
，� ��

。
�与�

， � �� ��
。
�是中心在� 。

任�
�十 ，
半经分别为 �� 与

�的园
。
� 奋 � ��

门�聋
，
� � � �

�

门�三
，
对

·

区域 ���
�，
�

“

�口 �表示在口中具有 指

数� ��� �� � �的����
��连续性的函数空间

，
�七 ’ “

�� �表示在�上 有直 到�阶偏导数

且�阶偏导数在�中具有指数 。 的�����
�
连续性的函数所组成的函数空间

。

定理
，
设�是�

名
中的一个园

，
�上的函数

�满 足
� 〔 �全

��� 门�
�
�� � 以 及 ��

，�� �

在�中 △� � �
，
�任�

“
�� �则

� 〔 �� ’ �

�� �

三
、

定理的证明

。 �， ， 【 �〕 �二 二 。 � ， 。 �
�

、 � 。 。 ，

于
十 、 � 二 。 。 ，

万
， 、

� 。 ， 、 � 口

刁 ��任� � 公吃 “ 忆 勺 、 ‘ � � ��、 � 、 ” � � ， 人 气二 勺 、 �� � � ， 落�� � �，， 寸阅 川二
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△� 二 �， 在�上� 二 �
，
则有

� 〔 �� ’ “
� �

且有估计
·

�
‘�，

议 � �� ‘ � �
�

·

�
、。 ，

�� �� ’

�
�

主

�
。 ， · ， �� �

其中�二 ���
， 。 ����

， �… �的符号意义按 〔 �〕中���的规定 。

引理 � 设二元函数� ��
， ，� � � 〔 � “

�� �满足���
。 ���方程

����
��二
�

�二
‘

�
月

咔
·

��凌

己��

己二孟
� ���

，。 兀 �
�� �

而��� �二 了 �
�二 �， 二 �

�� ��� �� ，， � �
�是一个保角映射

，
它把 。 �二

�， � � �变换成�
，� �

的函数

△
� “ � ��

，
�了

�，
��

�
， � �

��
�，��

� � “ � ��
�， ��

则

�艺�

。 �全

己么丫

。 �孟
二 �分 ��

�，��

��

共中

�， ��
，，�� � 二 �

二早二
、 �、 二 �

�， �， � � �
， 二 � ��

，， � �
�

�乙
‘

、 乙 少】 �

证明 因为��
� �是保角变换

，
所以�

，
��

�， 二 �
�与�

�
�二

�， 二 �
�均为调和函数

，
并

且满足柯西一一黎曼万程
。

经计算汇

�忍�
�

�见万�

一己刃
一

甲 万了重
一

其中��
， �� ��为�， �� �

�一二一斗一矿乏生
�一 、 � ��

�

攀竺
了 、

，
�

‘

松 月
‘
� � 义 工 ‘ 。 又 � ‘

�

的模
。

再利用 � � �式即得

�忍�

。 ��

���

。 �孟 ��
，
����

“

� �� ���，

���
工， � �

� � �� �

� 、 ，
�� � �� 〕

，
一 一

，

�
，二

弓�埋 吕 保少乡尖芬乏�吸��� �
�一 �

�� �
映单位园�

�
���为半空间�

命 � ���
�， �����

��矢

其中��� 二 ， � �� �， ��� ��� ���二 �， 二 �
�� �了� �� �， � �

�

定理的证明 由于平移和伸缩变换不改变���
“ “
��方程的形式

，
不妨设定理中的园 域 �

为单位园
。

依引理 �
，
分式线性变换 ‘ �� � 二 �

共粤
�

映�为上半空间�气 再依引理 �
，
该

� 宁 乙

变换把�上的���
��
��方程 ���变成�

�
上的��� “ “

��方程 �� �该变换的实形式为
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� 工
�一 � 一 �全�

�于� ��� �
� �

“
� 之

���

�犷� ��� �� �
“ �� �

而且

�� � �
�

�

一 二尸
� �而

�

几，厂 � �

——
万二 瓜 �

��
‘ � 吸�十 ���

‘
�

“
‘一县二万了二芝鬓二

，

� �
‘ � ��� �艾�

“

�一里工

一
、

�资� ��� �
� �

“
�

这时

� 任�
�
��� ���

“
��� �

，

在�
�
内 △� � ��

，
在。 �’

上� 二 �

对这样的�和��
，
使用引理 �

，
得

� 〔 ��’ “
��� �

胜意到变换 �� �的可逆性
，
就有

� 〔 � “ ， “
�� �

�〔 �口

� � � �
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