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关于�����拓扑空间中的分离性

赵 万 忠

�数学力学系 �

摘 要

本文在� �，，�
拓扑空间中定义文〔 � 〕 、

� � 〕不同的��。 ��� �
、
�

、
�

、
�

、
� �分离性概念

，
并证明

蕴含序列� � 夕 � �

今
� �二 � 丁 �

令
�

�

从而刻划了���“ �拓扑空间的分离性
。

关键词
� ��

��� �
、
�

、

�
、
�

、
� �分离性

。

文中使用符号说明

���
�

�

气 玲�

人，

�� � ��拓扑空间

不分明

��入镇� �� �且仅当久� �
�

时取等号

�的补集

一
、

予 备 知 识

作为予备我们把本文要用的有关概念及结果写在这里
。

设 ��
，
��为�� � ��拓扑空���

、

定义 �
·

� �集�叫�点� 、 的邻域
，
如果存在 � 任�使‘ 、 玲 ���

、

定义 �
·

� 所有包含�集�的�闭集之交叫�集�的闭包
，
记作 �

。

即

瓜 �
�
�� � 。 ‘ 巳�� “

�
，叹全体闭集

定理 �
·

� � 入 ‘ �的充要条件足对�
卜�

、

的任何开邻域�有� 磋�
‘ ·

定义 �
‘

� �点�� 叫�集�的聚点
，

如果刘 “ �一、的任何开邻域 �有 � 〔 �使 。 �� 》

� � �� � � �且当� 、 任�时�笋 � 。

定义 �
·

�
称�集�

己
二�
�
� 、 �

� � 是 “ 之聚 点�
为�集�的

一

。 集�

定理 �
·

定理 �
·

� 二 � �习
、 ” 、 �

�集�月
�
闭集 令今� 二 �令今�

以
��

。
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， “ �
拓扑空间中的分离性 ���

定义 �
·

� � 、 、 �叫�的内点
，
女口果�是 � 、 的邻域

。

称 “ 集� 。 一 。
�
� 、 �· 、

是 “ 之内点
�
为 “ 的内�

定理 �
·

� �
”
是含于�的最大开集

。

定义 �
·

� ‘ 、 的一个域族�叫做它的邻域基
，
如果对 ’ � 的每一邻域�

，
存在� 任�

使�二�
。

二
、

��与��空间

定义 �
·

� ��� ��
，
�� 口���

�
空间

，
如果廿 ‘ � 沪 � 。 ，

曰�任�使或者 工 、 玲 �且

冷�， 或者 �。 冷�且�入 玲 �
。

林
�

命题 �
·

� 若��
� ��

，
��是�

。
空间

，
则� � 任�及久� 件 〔 ��

，
�〕 ，

日� 〔 �使

入� � �义 �蕊协
、

定理 �一 ‘�� ‘ �， ‘ ，是� 。
空 间的充要条件是� � 、 ‘ �。 ，

或者� 、 ‘ 厅户
�

或者 气 诺�� 、 �其中 � � 、 �表示仅在点，取值入其余全取 。 值的�集
。

证明 必要性
�
设 �久 笋 � � 今 ��一入笋 ��一�

、

由��� ��
，
��是�

。
空 间今曰 。 � 〔 �

使① ��一、玲� ‘
且 ��一�令�

‘ ，
或者②��一 。玲�

�

且��一、冷� ，。

由①今��一、玲� ，
且�

�

�

‘， � ，‘ ” � 、 ‘
呵

，。

由② 今 气
� “ 乒贾万

、

充分性设 ‘ 、 ‘ �。 今 ’ 卜、 今 �，一尸 由假设
，
若 “ 卜、 磋又，丙，乡 曰 。 任‘使�入

关�仁 � ��一，�‘ ，

情况相同
，
证完

。

系 设 ��� ��
，

即� 、 玲�且 �二

玲� 、 ��� ��
，
��为�

。
空间

。

若 �
， 二

磋行下币
�

尸 �一林 �一八

林、��
�，
�上��为�

。
空间

，
则

一

�二 任�及入� 协任 ��
，
�〕

引理 �

�工 � � �
。

证明

� 设��
� ��

，
��为�

。
空���

，
则劫 � 任�及�任 〔 �

住�� 入 �

曰 � 〔 �使�

若� 二 �
，
取� 二 小即可

，

若 ���毛 �
，
取�

。 � � � 一 �
一 户 尸 � � � �
�

�
，
�…

… �
、

则�
。

��
。 十 �
且�

�，� ��，�� �
，
于是

，
廿 � 任 �

，
由命题 �

·

� 冷 日�
。
任�使�

。

��
二

�� ���
� � �，

令� � 日 �
。
任�

，
则� �� � � �，

证完
。

� � �

定理 �
·

� ��” ��
，
�为�

。
空间的充要条件是 丫� 入 子 丁。 日� 〔 �使或入� � �， �且

卜 � � �� �或者卜�� �� �且入� � �

证明 充分性显然
。

今证必要性
。

� �
。

设 � 、 爷 标
，
由��� ��， ��为��空间 冷 日。
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任�使或者①入�� 、 �� �且件��
、 �� �

，
或者②卜��

，
�� �且入》 � ，

�� �
。

若① ，
由 引

理 �
·

� 今 日�
�任�使�

�
�� �二 卜

，

取� � �
，
�」� �

则� �� �》 � ， �� �� 入且 � �了 �

� 林
。

若②有相同的情形 。

证完
。

定义 �
·

� ‘�� �� ，
��“���

，
空�’�� ，

如果劫 � 飞 笋 �二 ，
若①� 沪 �，

， ‘ 矛汤

使 �、 玲� ，
且 �� 玲�

，，
同时�� 冷�

�

且， 、 玲�
�，
若②， “ �，

久�卜，

三协
。

日�
， 、

�
�
任�

刁 〔 �使久���� 》

命题 �
·
� 若��� �。 ，

��是�
，
空间

，
则它也必为�

。
空间

。

定理 �
·

� ��� ��
，
��为�

，
空间的充要 条件为①廿� 祷 �及入

， 件 〔 ��，
�〕 财

�
， ，
万

二，一 砚一 。 ��

� 忙 气 �
� ，

少
�

巳 � 二

卜‘ 卜

诺� �久 �� ②劫 � 任� 及久�，任 �� �入

定理 �
·

� ��“ ��
，
��为�

，
空间的充要条件为劫

� 、

�〕 ，

� �入

健� � 、 �

�为�闭集

证明 必要性
、

廿� 笋 �及仆
，
由定理 �

·

� �
、 、

桩 � � 、 �
。 一

犷拼�入
，
由定理 �

·

�
卜

�久 为�闭集
。

今�
人

�一一

一

入
一

泣盏
�

一�
一
六
人

诺
件

工

充分性 劫��� �〔 �， 冷 � � 、 � ‘ 入 � 乡①分
一

协� 入
， � � 〔 � �久 ��

�，�

健��卜

� � 入 �

�
，

�

系

， ②廿� 笋 �
，
�� 磋� ‘ 、 � “ � � 、 �且 ‘ 、 诺 � �， � 二 � �� �

、

由
‘
过“卫

冷��� ��
，
��为�

�
空间

。

证完
。

��� ��
，

�� 为�
，
空间的充要条件是劫 � 、 日� 〔 �使� 二 �’ 、

定理 �
·
� 红“ ��

，
��为�

，
空间的充要条件为犷

， 、 ，
� � 门 ��是 ‘ 、 的邻

” �� � �久 �
·

证明
、

必要性
、

若不然① 日� 年 �使 �卜� 小 �

��是�
�

空间矛盾
。

或② 日卜�入使

�
�

空间矛盾
。

�
��

二�

冷 � 。 玲 � 入 的每一邻域
。

与��� ��
，

� �� “ � 、 的每一邻域
，
与��� ��

，
��是

充分性
、

若不然
， ① 日�今 � ，

久
，
卜任 �� �〕 使��气 玲 � 、 的每一邻域 令 几

祷 � 二 �� � �矛盾
。

或�� �
、 工 � 令 �二

的每一邻域
�、 ， ‘ ��

、 � 、 一��
� ��是� � 的邻域

�
一 � �。 �矛盾

， ② 日 ‘ 、 及卜�入使 ‘ 。 一
‘ 、 的每一邻域

一

� ’ 。 关 �二 �‘ 、 �矛盾
·

证完
。

定理 �
·

� 设��
� ��

，
��为�

，
空间

，

则 � 、 为�集�的聚点的充要条件是对满足

二
， 、

等 �
，

的任 何� 任�
，

�一八

��的无限子集�
二 · 。 �� 。 。 �

�
��为无限指 标 集 � 使

、

书 � 〔 � � ���

�� � ���

�� �
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证明
，
必要性

，
若不然

。

日满足 � ��飞玲 。 工

的 。 � 。 �及�的有限子 集 干
�，��二 �

止 �‘ 一、

�
，

一 �使
，
�

孟
�二 �，� � ‘ � 玉，� ，�‘ � �，

�
，

一 ，而‘ �“ � ’
�‘ � �，

�
，

一，

� ， �� �� � �� �三 �

��� �

� �产
��

，
�

当 � 、 任�时
，
不妨设 � ，

��� �
�

��� �
，
�

， … � �
，
由定理 �

·

�
， … 。 �异于� ，

取入
，
使入

，
�� ��

‘
��

�系
，
日�

。 〔 �使��� ���从 �
‘
��� �

，

�
， … � � 今 � ， 、

资 �
。
��二 �

，

二一 �、

�

�
， … “ �令 。 �� �

� 。 �〔 �， 则 ‘ �一、玲 。 且当�斧 � ，

� � �

��� �
，
�

， … � �时
，
� �� �� � �� ���

�
�� �� � �� �三 �

、

当 厂� � ，
时

、
���

�
�

�人 �� ，�‘ ��
�� ，� � � �� ，

�一 �一 入�� � ��，
�‘ �

、

今 � 、 不是�集�的聚点
·

矛

盾
。

�二 �当� 、
健�时

，
若�

，
�� � � � �� �三 �

了、
证明同 �一 �今设 � ， � � 、 ’

�久��

�� �
，

二 ��己

�� �
。

�一 �
。

取己使久�乙》 � �� �� � � � “
���

�‘
�� �

、

由定 理 �
·

�系
，
日�

� 〔 �使� �

�
‘
今 ��一、令� �，

令� 一 �
，
��

�，
则��一、令�任�且 犷�午 � � � “ ，

� �� �一 ��

而� �� � � �一 己 今 � �� �� � �� �� �一 乙� � �� �三 �
、

于是化为情形

充分性显然
。

证完
。

定理 �
·
�

、

设��� ��
，
��为�

�

空间
，
则任何�集的导集是�闭集

证明
�
设�为�集

。

欲证�
‘ 〔 �’ ，

只须证�
�
的聚点也是�的聚点

。

设 � 、 是�‘
的 聚 点

冷分 ��一沪 �曰由定理 �
·

�

�件‘ � ‘ ��� 且 �� 是� 之聚点
。

今 日� 〔 �使� �了 � � � ��� �� �
。

取卜使�
‘ �� �

由�卜 、夸 。 及定理 �
’

� 今 日�的无限 子集 ��、 ‘

〔 ��使分 。 〔 � 、
� ��

·
� � � ��

·
�� �

，
再由定理 �

·

�得
� 、 是�之聚点

·

证完
·

三
、 ’

��空 间

定义 �
·

�
、
��� ��

，
��口‘��

�
空间

，
如果

， ①犷� 手 �及入
， 件 〔 ��

，
�〕 ，

日�
�，

� ， 〔 �使 � 、 冷 � ‘ �� 浮 � � 、 一

巨分 � ‘ �，
� ， �� �� � �

�� �《 �
、

�简记为�
� � � �

镇

� �， ②廿 � 〔 �及入�件任 ��
，
�〕 ，

日� 〔 �使入�� �� �簇件
。

命皿 �
、
� 若��

� ��
，
��是�

�
空间

，
则它必为�

，
空间

。

证明 劫 � 、 子 �， 若 � 铸 �， 由��， ��
，
��是�

�
空间 今 日。 ， 、

� � 〔 �使 � 、 �� � ， 、

�� “ � ，
且�

‘ � � ，
簇 �

、

冷 � �
��

，’ 〔 �� 、 �’
今 �。 磋 � ‘ 、 �

。

同理有
� 、 磋

而户
。

若 � � �， ‘�林“ 一 卜� ‘ 一 ‘ ，
由 “ � ‘ �， ‘ ， 是 ��

空 间 ‘ 日� 〔 ’使 ‘ �



���

林�� �� �《 �一 久
，

��
，
��为�

�

空间
。
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即 ��一 。 小 �� � �入 �
‘

证完
。

冷 � � 磋 ��� �， 由定理 �
、
� 今 ���

定义 �
·

�
、

�点列

定义 �
·

�

，

尹
� � “ 〔 ��口”‘故终在�集 “ 内

，
女“果 习� 。

使
�
� ” 。

时 ，

分
�
冷�

‘ ，中�点 叨，��又
� � � 〔 � �口“‘故常常不，�� 于 “ ‘ �� ‘ 〕 ，

女口

果劫 � ，
日��� ，

定义 �
·

�

��� ��
，

使入
二

� � 。

��� ��
， ��中� 点列 � �入�

，
� 〔 � �叫做收敛于下点 � 、 ，

如果� 点列

�久� �
” 〔 � �终在 � 、 的任何开邻域内

。

命题 �
·

设�点列 � �久��
” 任�� 收敛于 ‘ 、 ，

则廿卜全礼 该�点列也收敛于 ‘ 协

定理 �
· 设��，��

，
��为�

�

空间
，
贝��常常不��

、
于冬的每一�点列不能同时收敛于

乙

�

�
�

人
�

承点不同的 二 �点
。

证明
、

设不然
，

。 ，‘、 、 、 丫
�，、
�。 。 卜 二

， ，

纵幼们 币 币 ��、 ��“ 下蔺 汀� �
� �

只少�� 气

乙

�

洲 �同时收敛于�入 及 �� 且， 钾

了
�

〔 �，

由收敛于 �入 廿 �� 、 � 工 〔 ，，
日�

，
使

�
�� ，

时�

叉
�专�

��

日� �

使��� �
时

，
�

， 。
‘

、 ’

「
�久�， � ’

带 �一� � � � ��

�
� ‘ ， � ‘

由收敛于�、
，
劫 �。 玲�，

�
时

，
同时有�

凳
�冷 �

�

且�

及
‘

玲�
� 、

由 ‘ �分
� �

� 二 二
、
� 、

�

，
�

�、 ， �
、 。 � 、 � 、 、

� �
�� 〔 �、 � 币 币 ��、 ‘�、 」 下

�

刁 习 ����尹 ��� �丈 八 。 � ‘ ‘ 石

下厂 二夕

乙
�

匕

�
� ‘ �溉

，�

�

又�
�
�� � �

��叉厂
�
� ‘ 入一 夯 ，。

与�‘� ��
， ‘ �为��

空间矛盾
。

证完
。

定理 �
·

� 若��� ��
，
��为�

。

空间
，
且其中每一�点列不同时 收 敛于 承点 不同的

� �点
，
则 �����

，
��是�

�
空间

。

证明 由��� ��
， ��是�

。

空间 冷 节
一

� 〔 �及 入�件 〔 ��，
�〕 ，

日� 〔 �使 久��

�� ��卜�

其次若 日 “ 入
、

�

尸
�

抑 �使劫 � 、 十 。 �

曰及 御
� 小 。 � 〔 �取以

，
满足 。 �

�� �� � �
�� �� �

，
取�使 �� ������ 笼�

�
�� �

，� �
�� ��

、

则
����

�

且
�� 专�

令 �一 � ‘ 一

手
，��� 。 一 ‘ ，

�一则
·�

。

��
�

一

�·�
。 、 � �

�� � �
，
�

，… �显 然�点列 ‘·���

” 任� 、 同时收敛于 � 、 及 �、 �� 笋 � �与假没矛盾
。

故举
�入 头 �、 �� 铸 ��， 日�

， 、

�

曰你
‘� 玲 。 工 、

�件 玲 。 �
且�

， 十 。 。
毛 �

综上知��
� ��

，
��为�

�

空间
。

证完

命题 �
·

� 在�
�

一

与�
�
空间中

，
�� ， �的聚点只能呈 �

�

�林�入�型
。

� 、
卜



第�期 赵万忠
�
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拓扑空间中的分离性 ���

证明 当久�件时
， �

�

班 �� 、 ��
。

而劫�子 � ，
由定理 �

·

�
， � 二

偌� �飞 �今
卜 � 卜 ，、

�� 诺 �� 、 �‘ 。

故 ��入 �的聚点只能呈 � ， �林�久�型
。

证完
。

四
、

��与��空间

定义 �
·

� ��� ��
，
��叫正则 空间

，
如果

， �入 及�〔 �‘ 满足 �入 � �‘ 、

则 日�
� 、

� � 〔 �使 � 、 令 � ，，
���

�

且�
， � � �

� �
。

这里���
�

表 示丫 � ��
，
��� �《 � �

���
、

且仅当��� �� � �
�� �� �时才取等号

。

定理 �
·

� ��� ��
，
��是正则空间的 充要条件是劫 � 、 及� 、 的任何开邻域�

，
日

�
� 〔 �使 � 、 “ � �

��
，
��

。

证明
、

必要性
、

劫 �� 及�入 冷 � 〔 �今 �入 专 ��
‘
�

�卜 �
� 〔 �使 �� 小 �

� 、
� ‘
��

�

且�
， � � �

� �
、

今

�
。

， 、

由�
， 〔 �产

及 定 义 �
�

�
�

江�
�‘
今 � ，

� � �‘

备 日

� ��
�

充分性
、

设 � 、 及� 〔 �，满足 � 、 夺 �， 。

由�， 〔 �及假设 ” 日� � 〔 �使 � 、 令 � �

� 争

��
产

今

完
。

��氏
‘
任�

、

令。 � �
氏

‘ 、 � ， � �
�

� �
。 、 ��� ��， �� 为正 则 空 间

。

证

定义 �
�

命题 �
·

证明 劫

斗

��� ��
，
��叫�

�

空间
，
如果��� ��

，
��是正则空�’��且是� ，

空间
。

� 〔 �‘
乡 ��� 诺

� �入

� �入

� 今

� 若��
� ��

，
��是�

�

空间
，
则它必 是�

�

空间
。

� 、 铸 �。 ①若 � 手 �
，
由��� ��

，
��是�

�

空间 今 �� 、

�� “ �� 、 �
‘ 。

由��， ��
，
��是正则空间 今 日�

， 、
� � ‘ �使�� ‘ 一� ‘ ，

���
�

且�
， � � �

� �
�

②若� � �，
入� �、 ，

由��� � �
，
��是�

，
空间 冷 曰�任�使入

�� �� �《 件
。

综合①与②便得几 ���
，
��是�

�

空间
。

证完
。

定义 �
·

� ��� ��
，
��口��正规空间

，
如果�

， 、 ��
任�

‘
满足�

�

��
�‘ ，
则 日�

， 、

�
�

〔 �使�
�

��
‘ 、

��

��
�

�

且�
� � �

�《 �
。

定理 �
·

�
、
��� ��

，
��是正规空间的充要条件 是若� 〔 �， �〔 厂满足���

，
则 日

� ， 〔 �使��� ，
仁�

，
二�

。

证明
、

必要性
，
设� 〔 �，

�〔 �‘ 使��� � ��
‘
�

’ 。

由�
‘ 〔 �‘

及定义 �
、
� 冷 月

� ， 、

�
� 〔 �使��� ，，

� ‘
��

�

且�
� � � �《 �

、 、 � �

二�
�， 、 《或己 爪

‘ 一 �
�‘
��

。

充分性 设�
· 、
�

�
任�

‘
使�

，
��

�‘ ，
由�

�‘ 〔 �及假设冷 日�
�
任�使�

，
��

工
仁 示� �厂

冷�
�

��
，‘ 、

取�
� � � �’

任�
，
则�

， � �
�

簇 �今��
� ��

，
��为正规空间

。

证完
�

定义 �
、
�

、

��� ��
，
��叫�

‘
空间

，
如果它既是正规空间又是�

，
空间

。

命题 �
、

� 若��
� ��

，
��是�

�

空间
，
则它必是�

。
空间

。



定义 �
、
�

郑 州 工 学 院

设�
、
�是��� ��

，
��中�集

。

����年

�叫做�的邻域
，
如果 日�任�使�����

�

�的所有邻域组成它的邻域系记作�
�，
�的

一个邻域族 � ���
人 �叫做它的邻域基

，
如果劫� 任�

� ， ，
日� 〔 �使���

。

定理 �
、
�

、
��� ��

，
��为正则空间的充要条件是每个�点的闭邻域族 是该点的邻 域

基
。

证明
、

必要性
、

设 � 、 为�点
，
�〔 ��入 冷日� 任�使 � 、 � �〔 �、

由定理
·

�
、
�冷日

。 �

创使
“ 入 令 。 �

仁�
、
��仁�

、

这说明�入 的闭邻域族是它的邻域基
。

充分性
、

劫 ‘ 、 及廿� 、 十�任�今 。 任� � 、 由假设今 日�任��使�任 ��� 且���， 今

气 � �
。
且�

’
����

，
由定理 �

、

���“ ��
，
��为正则空间

。

证完
。

定理 �
、
�

、
��� ��

，
��为正规空间的充要条件是�闭集的闭邻域族是该�闭集 的 邻

域基
�

证明
、

必要性
、

设�任�， ， � 〔 �。今���
“
由定理 �

、
�今 日。 〔 �使�����石�� ’

�

�
、

这说明�的闭邻域族是它的邻域基
。

充分性
、

设� 〔 �，
�〔 ��使���今�任�。 、

由假设今曰� 〔 �，使� 〔 ��
且���净 �

破�
’
且入万匕�

。

由定理 �
、
�今��� ��

，
��为正规空间

。
证完

。
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