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伪抛物型方程确定参数的反问题

刘 畅 畅

�数学力学系 �

握 要

八
与

木文在矩形区域�� ��
，
��� ��

，
��中考察非线性伪抛物型方程� 二二 ，����

，��� �月��
，��“

��������
二

����
，���一

〔���
，
�，。 �十� ��

，
������〕确定参数的反间题 。

讨论了当参数���
，

� 已知时在一定附加条件下

寻求函数偶�
���

， ��
， �����的可解性和补充条件确定未知参数

�

寻求函数组 �
���

， ��
， ����

， �����的可解性
。

关键词
�

抛物型方程
，

反问题

在研究与粘滞液体流动有关的某些物理问题中
，
经常出现形如

�

�〔�〕 “ �，� ，� ���
，
���

，� 月��
，
���

二二 � ���
，
���

二 � ���
，
��� � 一 ���

，
�� ���

的方程
。
�

�

�
�

���������
，
�

。

�
。

����称之为伪抛物的
。

方程 ���的各种边值问题
，
已被许多作者用不同方法研究

，
获得了问题的正则 解 和广

义解�’ 〕一 【‘ 〕。 确定方程 ���低次项系数的反问题
，
也开始为人们所注意�‘��

本文考察非线性伪抛物型方程确定参数的反问题
�
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�
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�
� ‘� 。 ，‘，一 甲� “ ’ ， � 。 〔 ‘�，

�，， �〔 〔�，
�〕 ��，

攀

其中
� ��

，
��为未知函数

， ����为参数
。

即在附加条件 ���
，
���下寻求函数组�

���
，
��

����
，
�����

。

为叙述方便
，
我们对方程 ���的系数及 ���

、
���中边界数据作如下假设

�

��
�
�����

， ����〔 � �〔�，
�〕 � ����〔 � �〔�，

� 〕 �

�� ���
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， 月
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，
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，
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，
��〔 丽�
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，
��〔 ��耍�
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定义 �〔� 〕的共辘算子喊 � 〕
件〔�〕 � 一 � �二 �一 ����

。 � �月��
二� 一 �� ��

二 � ��

令�乙
，��〔 �为任意固定点

。

引入函数��
� ，
��邑

，��适合条件

� 协〔� 〕 � �
� �毛

，
��毛

，��“ �， � 二

�邑
，
��毛

，下�� ��

���
，� �毛

���二 。 �� ，下
�
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�车
。 �乙

，‘ �，�‘ 滚，
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其中 ����
，，�是�

� ����问题

厂�����
，� ，氛 丫�� ���

，‘

���
� ，‘ ，息，�� � �

飞
、 �息

，下 �邑
，下�� �

， ���毛
，� �是

，，�一 �

���

的解
。 � ��

引理 �

，
��息

，�称为 �〔� 〕的���� �� �函数，��

�之�如果方程系数满足条件��
�
�
，
则由条件 ���

、
���所确定的 ��

�二 �� � 函

数
���

，
��邑

，��是唯一存在的
，

且具有对称性

�色，

��邑
，丫 ，� ，

日�二
���

，

日�毛
，二�

月娜枯

对 ���应用������ 比较定理
，
容易得到

�

引理 � 如果方程系数满足条件 ��
�
�

，
则对�七〔 ��

，
��

，

有
���

，� �七
，����

， � 〔 〔� ，

毛��
���

，� �毛
，��� �， � 〔 �七

，
� 〕

在矩形区域� � ��

非线性伪抛物型方程的特征问题

，
��� ��

，
��上考虑如下初边值问题

�

�� �
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。

记� � ��
，

幼
�

� ��
，

约
，
在� 上积分恒等式
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�

���
浏�

不难直接计算
，

��邑
，下�二 中�邑

，

其中

特征问题 �� �等价于下述非线性�����
���积分方程

·� ·
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，
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犯
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二
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，
�，毛
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产
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，
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，
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，
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，
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二 � ���

，
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，
�，邑
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��
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，
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定理 � 设方程系数与边界数据满足 条 件 ��
，
�

、
��

�
�

，
� ��

，
�� 〔 � ���

，
函数

���
，
�

，
���

，
��

，��在集合�
� ，� ，� � ���

，
�

，���� 〔 〔� ，

� 〕 ，
�〔 印

，

�〕 ，

���《 � ，
� � ������上

连 续
，
且满足����

�����条件 ����
，
�

，
�

，� ，�一 ���
，
�

，
�

，� �������
� ， 一 � �

�
，
则当���

，
��为

已知函数时
，
特征问题 �� �有唯一的正则解�� � ，

��
。

证明 引入集合� � 畏���
，
���

。 ��
，
��〔 ��万��

，
其上装备范数

“ � ”、 � ��半飞瓦‘�
���

，‘，���
一 ‘「“ ‘，， � � ‘� ，‘，〔 �

显然�是������空间
。

在�上定义算子�
� �‘ �
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���邑
，

�� � 劝�七
，下�

这 样一来
，
积分方程

� � 〔 �，
��邑

，��任�

」
一��

，

��
�‘一 ，，

�‘一 �’

���在�中有唯一解
，

，����
，
������

，
��邑

，‘ �����

等价于积分算子�在�中有唯一不动点
。 ·

� � 、

�奋乡翻奋奋蕊

�一 ��
，·
卜 ��工���

，·��‘
��丁�

����
，
�

，
�

，

一�
一 ��一，，

�
，

一 �日
·��

，，�“ ，·���
·�‘

、 ���� ，�· �

一
�
�

丁�丁�
一「…，�·��

其中�
�二

�����

��
，
��〔

《 ��，���入
�
�口

� 工 一 � �

�
��入�‘ � ，�

订��
���

，‘ ，七
，‘ ���

，
��为���

“ ����常数
，

由此

�� �一 �� �

加
、《 �、 ，�� ， 一 � 。

这 里�‘ 二 �
，���久

�，
现选适当大的入使�

，，
��

，
故算子�

� �，�是压缩 的
。

压缩映象原理知�在�中存在唯一不动点
。

证毕
。

����

于是由 ��� ���

二
、

确定低次项系数 � ���的反问题

现在我们转向研究特怔问题 �� �的反问题
，
即在附加条件

� ��
，
��� 甲 ，

���
， �〔 〔� ，

�〕 ���

下
，
确定函数偶��� � ，

��
，

�����
，
这里仅对系数�� � ，

��不依赖于空间变量予以讨论
。

定理 � 设定理�的条件满足
，

且 甲，
���任� ‘ 〔�，

�〕 �����子 。 ，
�〔 〔�，

�〕 � 则反�’��题���
���的解�

���
，
��

， �����存在且唯一
。

证明

��邑
，丫�
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，
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，
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，
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�
，
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，
�，邑

，，�� � ，
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，
�，乞

，�����
�����

，� ��
，��

。

引入集合�� ��

�� 皿
�

�。
，���

���
，
��〔 ��石�

，����〔 �〔� ，
�〕�其上装备范数

�

，，‘� ，�，��� ��咒飞石‘�� ‘�
，，，卜 �

��，���
�
一

，
�� ��

显然�是��� �
���空间

，
在�上定义算子�

� ��
，� �。 �五

，��
， � 、

百分别为

百��
，·�二 、 �

��
，· � 一

��
·�‘���‘�·�。

，
�，�

，·���

�

��丁�
�‘� ，‘ ，

�‘一 ‘，，· ‘一 ‘，，· ‘一 ‘ �邑
，· ’���’

、孟、餐

��丫���
‘ � ‘· ， 一

工�
·��������

�

�。 ，

’
� ‘’ ，‘ ��

，·，�· ” 一

丁�丁�

�
，
�

，下���� ���
，，� ，

���
，��

，���
，丫��

��

�
︺

���
，
�

，
��二

，
��

， ���
，
����

�

��
，
���

，������

对于�二
，
��〔 盯，

� �息
，��〔 � ，

记�
， 二 � ��王�����

���
，
��邑

，���
，
�� 二 �� ��

·

�卜��
，
��邑

，����
，
�� � � �������

，� ，�
，�
�

，

�� � ������
，
��

，
��毛

，下���
，

��为���
������常数

。
�� ， 去 �。 � ，� ，�

，
� � � ��

� ，� �
�〔 �，

有下列估计式
�

“ � 一 衣��、 ��

��
�

一
�，�，� ����

丁�工�
�

一
�

�����

《 〔��

��
一�‘ � �

� ��

����
一�

·�‘ 〕 。 � �

一
《 ���� � �

������
��皿�

� 一 � �

��、
� ” ，

� ， 一 “ “ �气 乙 ‘

�
，�“ ，一 “ ‘ ��� � 乙 � �� �

。 �” ‘ 一 “ ， ���

。 ，
�

，
��

二
‘

十 乙 ‘ 七� �
�

�
。 �“ ‘ 一 ” “ ，�� � ‘

飞
布

气��乙
， � 乙 ‘ 七�� ��” ��� ‘ 一 � “ ���” � 乙 � ‘ � �

。 �“ ‘ 一 ” ， �“ �

注意到

�“ “ � ，��一 “ ，又�
，下 ’ �、 �

。

�
。 �又议 气 � ， ‘ ，” ，� ” 一 � 气盖 ， � ，” ，� � ”

�
���

，
���

，�������

《 ���
������

����
�一 � �

�
� � �，，

即�百万一 砚 �《 ���� � ����� � ������
�
�

“
��

��皿�
，一 � �

厄��
�，，
故

���
�一 ��

�

�
、 《 ���� ，一 �

�

�
�

其中�
、 二 �‘�����

， � �������、
，
��� � ����� � ��

������ “ ��
��现 选 取 充 分 大

� 使 得

�‘��
，
故算子�

� �，�是压缩的 。

由������定理知�在�中有唯一不动 点
，
即 方 程组

����
，
����有唯一解����

，
��

，�����
。

三
、

确定参数����的反问题

定理�证明了当��
� ，
��为已知函数时

，
特征问题 �� �有附加条件 ���的反问 题 有 唯

一解笼
���

，
��

，����卜 如果���
，
��为未知参数时

，

我们仅仅获得依赖参数��
� ，
��的解族

。

为
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了获得唯一解
，
我们必须补充条件

，
譬如

���二 。 ，
��二 甲 �

���
，
�〔 〔� ，

�〕 。

现在
，
我们仅考虑当右端函数

��
� ，
�

，
���

，
��

，���
，
���� ���

，
�

，���
，
���� 。 ��

，
������

时的反问题 ���一 ���
。

定理 � 设方程系数及边界数据满足 条 件 �� � �
，
�� � �� 电 ��� 〔 � ‘ 〔�，

�〕 ，
�二

�， �， ����〔 �〔� ，

�〕， ‘
��

，
��〔 ��豆�， 函数��

� ，
�

，��在集合�
，� ，丫 ，� � ���

，
�

，���� 〔 〔 � ，

� 〕 ，
�〔 〔�，，�

’

〕 ，

�
，

·

�《 � ，

� 二 �� � 、 ��上连续
，
且满足�

�

��“ �����条件���
� ，

�
，� � �一 � ��

，
�
，

������
�
�
� ，一 � �

�� ����子 。 ，
�〔 〔�，

�〕 ， 当� 〔 〔� ，
� 〕时

，
对� �〔 〔� ，

�〕， ���
，
��保 持 定

号 � 则反问题 ���一 ���的解�
���

，
��

，����
，
�����存在且唯一

。

证明 由定理�
，
问题 ���一 ���的解 ��邑

，��满足方程 �� ��
，
只需将�写成方程���

右端形式
。

在式 ����中分别置邑

理�知行列式

�
���

，� �日

△ ��
，� 。 ，��二 �

二 �
、

邑二
� 。 ，

并将所得两等式两边分别对
�
求导 � 又 由引

，������

」��。
由此二等式中可以解出��

下�
，

程组
�

，下 �� � ，下���下�

一

卜
· ’· ‘一 ‘ ��

州
一

一
�

。 ��� ，下 ’ � �� ，� ，� 。 ，下 ’ “ �
�

����
，
即反问题 ���一 ���等价于下列非线性 �������� 方

…
‘“

、

�
� 戈下 ’

�

丁�丁�
〔��一 ‘ ，· ‘一 ，，，� · ‘一，，�“ ，〕·�一 ‘ ，“ ，·，�·�‘

二 ��·

卜 丁�
·�‘����兀�

·
�。 ，· ����

。 ，·
卜 �

·
�。 ，· �� 。

��
，·，〕�‘

�

�
。

�
。 �戈�

，‘ ’ ” ���“ ·
吸�

， ‘ ’且��
。 ，丫 ’ “ �� ‘ 一

�
。

�
。 “ 叹�

，‘ �����

�
，
��

，
��� 。

��
，������

乍

�

�
。 � ��

，� ，� ��
，� ” “ 〔� ，下 ，且�� 。 ，下 ’ “ � 一

�
。 ” �“ ，� ，���

，‘ �����
，� ，

� 。
��

，下��� ��

、少
卜

几」�土了�、

�
， 「�二�

二
、 、

二
， ，

… 卜 介 。 �
�

�
。

�
。 � 又�

，‘ ’� 又�
， ‘ ” � ·

又�
，丫 ’ ��� 。 ，下�“ ��‘ 一 �

。

�
� ” ��

，‘ ，���
， ‘ ��

�
，

�、
，
��二 。

��
，������

�‘·�二 ��·� 一

丁�
·�‘���‘�〔��·

�。
，‘ �一��

，·
卜 ���

�。 ，
�����

� ，·���

·

����
。 〔��一 �

，· ‘一 ‘，，二 ‘一 ‘，��，，〕��· ‘一 ‘ �一��
，·，�·�‘

一

��丁�
〔�‘一 ‘ ，· ‘一 ‘，，� · ‘� ，‘，�“ ，〕��· ‘一 ” ��� 。 ，· ’�·�’

�

丁言
。 ��

一
‘
一

����‘· ，
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� � ��

，

�
，
工〕��
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。
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�� ��

。 ，� ，
��皿

�
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一 � ， �

���几
、 ��

。 ��
，
���十 �

���川 �
。

�������
�一

，，
��〔 �

、 人 ， ‘ � 、一 盏‘

在������空间�上定义算子�
� ��

，�

沙�。 ��
，� ，

��
， � ，

一

百
，

�分别 由 ����之右端 给出
。

类似定理�的估计
，
不难证明算子�在�中有唯一不动点

，
即存在�� ��

，� ，
�� 〔 � 使 得

��� �
，
定理�得证
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