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钢筋混凝土非线性有限元若干问题分析

许 琪 楼

�土建系�

提 要

本文用非线性弹性增量理论编制了钢筋混凝土平面间题非线性有限元受力全过程计算程序
，
并对钢筋混凝

土浅梁和深梁进行了计算
。
在此基础上对迭代收敛条件

、
棍凝土开裂单元处理方法

、

开裂单元剪应力释放及不

同迭代解法进行了计算比较
。
并归纳出一些初步意见

。
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一
、

概 述

用有限元方法对钢筋混凝土结构受力全过程进行分析已成为结构分析的一个重要手段
。

非线性分析方法和结构试验相互结合
、
互为补充可以对钢筋混凝土结构受力性能

、

破坏机理

进行更深入系统的研究
。

因此钢筋混凝土非线性有限元方法近十几年来发展很快
，
目前已建

立了许多理论和非线性迭代解法
。

但是由于混凝土在多向应力状态下应力应变关系
、

混凝土

开裂
、

混凝土破坏理论及钢筋和混凝土之间粘结滑移的复杂性
，
和非线性有限元程序编制较

繁
、

迭代稳定性差
、

收敛速度慢等原因
，
使这一学科仍尚处于有待深入探讨的阶段

。

本文对

钢筋混凝土平面结构
，
应用非线性弹性增量理论编制了有限元全过程分析程序

。

在此基础

上
，
对混凝土开裂单元处理方法

、

迭代收敛条件
、

开裂单元剪应力释放及不同迭代解法进行

了初步计算比较
。

二
、

基本程序简介

�
、

程序考虑平面结构材料非线性
，
混凝土采用等应变三角单元

，
钢筋为线形单元

，
其

间插入四边形滑移单元
。

非线性解法采用增量一一迭代法
，
并混合使用等刚度和切线刚度迭

代
。

即在施加每一级荷载增量时
，
逐次迭代

、

逐次修改单元应力应变
， 使之逼近真解

。

等刚

度迭代若千次后
，
为加快收敛速度重新集成一次切线刚度阵

。

�
、

混凝土在双向应力状态下的破坏条件采用修正的�
�����和�������表达式

，
详 见 文

献 〔�〕 。

�
、

混凝土在双向应力状态下
，

应力增量和应变增量关系采用 了�“ ����和��
��� ���模式

�

本文����年��月��日收到
。
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分别为在施加上一级荷载璐量后的事应力方向

上
，
由于这一级荷载增量所引起的应力和应变增量

� 卜为泊桑比按������和�
�������的建

议取值 � � �、
��

为施加上一级荷载增量后主应力方向的切线模量
�

受拉时取原点切线模量

�
。 ，
受压时为等效应力压变曲线上的切线模量值

。

等效应力应变曲线采用�
�
��

�
公式的形式

�

�
�

。
乙

�，

�� 二 一
� � �

一
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一
�
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一生止 ， ���
‘ � 〔“ 。 ‘�� 一 �〕

羚
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式中
� 。 �

��� �
，
��为主应力� ��

�

为等效单向应变� 已�为相应破坏压应力氏
。

的割线模

量 ��� � �� 。

�几
。

�� 。 �
伪 相应于吼

。

的等效单问应变
，
由下式计算

�

当��
�。
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式中
�

��，为棍凝土杭压强度 ， 。 。
为混凝上单向受压极限应变

，
计算时 取

。 � 二 一 。 ·

����
。

�
、

单向等效受力应变气
。

是在逐级加荷过程中积累计算
�

“江
飞磊扩

段
行各
磊

载

赢
、 代

背 “ ，

杏��是本次迭代在主应力�方向的应力增量， ��
是上次迭代在主应力�方向的切线模量

。

在

累对、 的过程中，
由于主应力方向要不断变化

， 一

汁算时要根据主应力变化大小采用不同的处

理方法
，
对此有关资料均有介绍

。

�
、

混凝土开裂后考虑开裂后的残余刚度
，
受拉混凝土应力应变关系采用台阶式

，
如图

一祈示
。

极限拉应变娜
。 � �

�

����
，

若开裂单元 。 �

方向受压
，
则按单向受压应力应变 曲 线 处

理
，
见图二实线所示

。

其上升段采用��
����公式

，
由于本程序是采用增量理论不便处理下降

段
，
因此当� �

到达��， 之后简化为水平直线

到 仅梆撒麒 匆
·

户

研 乡才‘ � �

一
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口万十 �
氏犷

仪
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图� 父位时 �一引均线

艺�城
。
心

图� 受压时 口
一

今 亡

仑��封线

�
、

钢筋 单元应力应变曲线为理想弹塑性
。
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�
、
四边形滑移单元宽度为零的四结点单元

，
它可以模拟钢筋单元和混凝土单元之 间 粘

结力和滑移洽其接触面庄续分布的特点
。

接触面垂直方向的刚度�
，了
取一大数� 平行接 触面

方向的刚度�
二 �

取大连工学院的粘结滑结滑移实验曲线的切线模量
�

�
�， 二 二� ���

，

�� ���一 �
。
�� ��“ ������� ���

式中
� �为钢筋换算直径， �为滑移量 ��为混凝土标号

。

假定单元的�扩为定值可推出单

元刚度阵显式表达式
，
见文献 〔�〕 。

在计算滑移单元不平衡结点荷载时
，

程序中考虑了各点不

平衡应力的差异
，
并假定在接触面长度方向上呈线性分布

。

�
、

程序中同时计算了两种收敛精度
，
以比较不同收敛条件对计算速度和结果的影响

。

� 蚤
第一

�
用不平衡结点荷载建立收敛准则

。

计算时采用了
‘

卜列向量范数
�

�� �
� 二 �名 ����

。

元二 �

设 升�
，。 “为本次迭后的不平衡结点荷载向量的范数 � ��� �为本级所施加 的 荷 载 向 量 范

数
。

当满足条件 ��
��� �����尸 班簇� �计算时� 二 �

�

���
，
即表示迭代收 敛

。

第 二
�

用结 点

�

位移增量建立收敛准则
。

计算时采用了下列向量范数
�
�� �

， 二 乙 ��
�
�
。
设 �△ �，砚是 本

�二 �

级荷载下第�次达代时产生的结点位移增量向量的范数
，
��� ��是本级荷载下第�次选代谭

总的结点位移增量向量灼范数
。

当 目△�� ������ 臼镇� �� � �
�

��� �时 即 收敛
。 �

�
、

程序采用������� 一 ��语言编制
，
并在微机��一 �����上运行

。 �

落

三
、

计 算 比 较
，

钢筋混凝土非线性有限元程序编制较繁
，
而且也无一个判断程序是否正确的标准考题扩

因此程序的考题必须兵有一定的广泛性
。

为此本文取钢筋混凝上浅梁和深梁作为算例进行计
算分析

。

取�” “�年美国加州大学伯克利分校��� ������和�
�“ ��“ �试验的无腹筋简支浅梁作录

主要算例
，
同时还计算了受力性能与此有较大区别的四根无腹筋简支深梁

。

该深梁是我国

《钢筋混嗽土结构设计规范》 深梁科研专题组进行的���余根中的试验构件
。

由于有大量的试

验资料
，
专题组回归了较可信的强度破坏回归式

，
可以校核程序的适用性

。

表 ��
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图� 浅梁单元划分图

表 �列出五根试算的梁构件的原始资料
。

由于荷载及结构的对称性
，
计算时取半跨进

行
。

图三为浅梁的单元划分图
，
其中粗线表示钢筋单

�

元及相应的滑移单元
。

而深梁单元划分

与浅梁主要区别是在边支座外侧要加设一个水平网络
。

计算时由于深梁刚度大
、

承载力高
、

变形小的特点
，
支座及加荷点局压破坏以及纵筋的滑移破坏危险性更大

。

但这二种破坏形

式不是我们研究的重点
，
且可以采用构造措施来防止

。

基本程序中的滑移模式不能模拟深梁

纵筋的锚固特点
，
深梁计算时钢筋和混凝土之间为刚性联结

，
并对支座及加荷点处混凝土单

元进行弹性化处理
。

表� 列出浅梁计算时各级荷载增量及在每级荷载增量作用下分别用两种收敛条件计算的

结果
�
包括每级荷载增量作用下的迭代次数 � 收敛时相应的另一种收敛精度计算值， 跨中挠

度及跨中钢筋单元应力
。

表中荷载� 二 ���
。

图�为其挠度与荷载的变化曲线
，
与试验结果相当

接近
，
但破坏荷载和破坏形态计算值与试验结果相差较大

。

计算破坏荷载为刚度阵变为奇异

阵时对应的荷载
，
约为 �

�

���一�
�

���
。

实际破坏荷载为��
�

��
，
相当于计算荷载�

�

���
。 。

相

差较大的原因可能是与开裂单元剪应力释放条件有关
，
对此本文将在后面进行讨论

。

由表�可见
�

采用 不同收 敛条件跨中挠度及跨中钢

筋应力非常相近
，
单元开裂顺序

、

时间
、

范 围也完 全

相同
，
只有极少数单元应力有些差异

，
而 二种收敛 条

件的迭代次数却有明显不同
。

从�一��级荷载迭代次数

统 计
� 用 结点位 移增量作为 收 敛条件时共迭 代�。

次
，
相应 ��

��� ����� �的计算精度分布在 �
�

���一

�
�

���如此大的范围内� 而用不平衡结点荷载作为收敛

条件时迭代���次
，

而相应的 朋八�
� 刀��】�� �计算值均

为 。 �

���
。

不平衡结点荷载主要来 自于二个方面
�
第一

是单元弹性应力增量和非线性应力增量产生的不 平衡

应力， 第二是因单元开裂应力释放而产生的
。

其中 后

者占有绝对优势
，
并导致不平衡结点荷载为施加的 外

荷载增量的数倍
，
甚至十几倍之多

。

要使如此大 的荷

载被 其 它 单 元 完 全 吸 收 必 须 要 较 多 的 迭 代

次数
。

实际上单元开裂应力释放而形成的不平衡结 点

以 奋�柳

�
之自即

�和四

�
�

试，，

犷 丝琴典络

与例幼

端
�

，护 语 咭 译 �� 苏
�

�
。
�

图� 浅梁跨中�一 。 曲线

荷载是一个自平衡力系
，
它对邻近其它单元应力影响较大

，
而对离其较远的单元影响甚小

。

某些单元开裂可以产生较大不平衡力
，
但对整体结构的应力分布其影响可能是微小的

。

因此
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用结点位移增量建立收敛条件是总体
、

宏观的判断
，
局部单元影响不敏感� 而用不平衡结点

荷载建立收敛条件容易突出局部单元的影响而忽视宏观评定
。

考虑到 目前非线性有限元的各

种理论
、

计算模式还是近似的
，
某些处理方法也很粗糙

，
因此追求过高的计算精度 既 非 必

要
，
也并非十分合理

。

在钢筋混凝土有限元计算中
，
采用前者建立收敛条件是较适宜的

。

为

了防止产生过大的累积误差
，
可将收敛后仍存在的不平衡结点荷载转移到下一级荷载增量中

计算
，
对此程序的处理是非常容易实现的

。

由本文计算来着
，
无论采用何种收敛条件

，

迭

代次数并非 以往所述的那么多
，
对荷载分级也无过多限制

。

在计算过程中作者亲身体会到
�

由于迭代法具有以
’ 一

卜特点
，
计算过程中的错误影响迭代收敛速度

，
与计算结果关系不大

。

因

此如果迭代次数过多
、

或程序适用性差
，
或荷载分级大大影响计算结果

，
则在很大程度上程

序仍存在某些错误
，
尽管有时也可能计算出较好的结果

。

表�列出了�根深梁计算结果及与试验值和回归计算值的比较
，
可见本程序的有限元计算

基本上可以反映深梁的受力及破坏特点
。
表中的序号同表 �中各梁序号

，
破坏荷载为破坏时

的支座反力值
。

表 � 深梁计算结果比较

序序序 试 验 结 果果 回归式计算算 育 限 元 计 算算

号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号 破破破 坏 形 态态 �
���� 形态态 �氛氛 破 坏 形 态 ��。。

支支支支座附近斜压坏支座钢筋屈服服 ���������������� 一一

��������� 剪切切切切切切切切切切切切切切切切切切切切切切切 ��������������������������������������������������������

����� 加荷处斜压坏坏 飞� 口盯盯 剪切切切切切切切切切切切切切切切切切切切切切切切切切弯弯弯弯弯弯弯弯弯曲曲 ��
�

� 从加荷处开始斜压坏坏 ����

������������������������������������
�

��� 弯曲曲曲曲����� ��一���钢筋屈服剪破坏坏 ���������������������������������������������������� ������������
�

� �����
�

��跨中钢筋屈服服 ����

����� ��� ��
�

��钢筋屈服弯曲破坏坏坏坏 ��
�

� ��二���跨中钢筋屈服服 ����

在钢筋混凝土平面问题中绝大多数工幻艺处于双拉及拉压应力状态
。

由于混凝土抗拉强度

低
，
很小的拉应力即产生开裂

，
且开裂范围随荷载增大而不断扩展

。

钢筋混凝土的非线性特征

在很大程度上是因开裂所致
。

因此开裂单元开裂后的处理及开裂单元在后胖荷载作用下的处

理甚为重要
。

在基本程序中单元一且开裂即令开裂方向�
� � �，

而 应力。 �
由图一所示 的 � 一 。

关系决定
。 。 �

方向按单向受力本构关系处理
。

若受压即为图二实线所示的曲线
。

考虑 到单元

开裂之后� ，
并非一定为零

，
即单元并非真正的单轴受力状态

，

同时考虑到图�实线 表示 的非

线性关系主要是与微裂缝的产生
、

发展有关
，

因此开裂单元 � �
方向的本构关系按线性处理似

乎更为适宜
。

为此本文假定开裂单元 � �

方向受压时本构关系为理想弹塑性
，
如图 �虚线所

示
。

最大压应力为�
�

���
’ 。 ，

当��
�

�� ��
�

���“ �时为弹性状态
，
弹性摸量�

�

取 � � 二 �
�

���“

时在�
�� � �曲线 卜所对应的割线模量

，
具体公式为

�

�� 二
��

。
��一 �

��〕 “二
一

佗了了
� �
了下弃布� �石怡

一
�气忿�一�， � �

—一

一
一

�
。
��一 �

�

����
。
��一 �

、 � �侧 〔� 。
��一 � 一 �

。
��“

��
�
��夕
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其中
� �。

为原点弹性模量
，
��
为相应�，

�

时的割线模量�
�� ��’ �。 。 ， 当��

�
�� ��

�

����， �时
，
取

。 � 二 �
�

���了
，
�

� � 沂 当 。 ��御时单元压碎
。

表�序号�为按上述修改的本构关系对浅梁进行计算的结果
。

结果表明
�
迭代次数

、

跨中挠

度及跨中钢筋应力与前相比是很接近的
，
且裂缝分布范围也相同

，
仅单元开裂次序及时间略

有差异
。

对深梁计算也有相同的结论
。

说明用该模式进行计算是可行的
，
且该模式在程序编

制方面更简便一些
。

混凝土单元不仅正应力及其刚度随裂缝产生和打
一

展不断变化
，
其剪应力及其刚度也是如

此
。

在基本程序中
，
单元抗剪刚度与专

〔� � � �
� 一 �。 、 ��百牙〕有关

，
当单元开裂后�

� � 。剪

切刚度随即降低
，
但此时开裂单元仍具有一定抗剪刚度

，
承担一定的剪应力

。

在 基本程序中

还规定
�
压碎单元或

。 ，、 。 。
均大于即

�的双裂单元
，

剪应力要全部释放
。

但这样处理没有考虑

单向开裂单元其抗剪刚度随裂缝扩展的变化
。

实际上当裂缝宽度很大时
，
单裂单元也将无法

承担剪应力
。

为此本文假定单裂单元当
。 ‘
�

。 ��时即释放全部剪应力
，
并对梁试件进行计算

。

结果表明剪应力释放条件与计算破坏荷载关系较大
。

对浅梁计算时若取
。 ��� �

�

���� 则计算

破坏荷载及破坏形态 与试验值很接近
。

但对深梁计算时。 ��必须大于 �
�

����才能与试验值相

近
，
否则将提前发生破坏

。
因此仰��如何取值仍有待于继续研究

。

此外增加该剪力释放条件

时
，
破坏前的几级荷载迭代次数将普遍增加

。

钢筋混凝土有限元非线性迭代解法有多种形式
。

在基本程序中是混合使用切线刚度和等

刚度迭代 �具体计算时等刚度迭代�次变一次刚度�
，
单元应力应变随迭代不断进行而逐步改

变
。

在一般有限元程序中该法使用较多
。

此外本文还对其它迭代方法在单元划分
、

本构关系
、

计算数据
、

收敛条件等相同的条件下进行了计算比较
�

�
、

初应力法
。

这是一种等刚度迭代法
，
在施加每级荷载增量时始终采用上级荷载增量

施加后所形成的刚度阵进行迭代
。

单元应力应变在迭代过程中不变
，
迭代时不断改变初万�力

修改平衡方程中右端荷载项
。

待迭代收敛后再一次性改变单元应力应变及刚度
。

由于混凝土

单元应力及主应力方向突变较大
，
本文在计算单元等效单向应变时进行了如下调整

。

��。 � 乙

各级荷载
�

�

△��
二
�� ���

�����

式中△。 �是本级荷载增量作用下本次迭代后在主应力�方向产生的应力增量 ， ��
是上级荷

载增量作用后在主应力�方向的切线模量 ， �产是本次迭代后在主应力�方向的切线模量
。

表�序号�列出用初应力法对浅梁的计算结果
。

�
、

中点刚度的初应力法
。

在施加新的荷载增量时首先求出对应一半荷载增量的中点刚

度
，
利用 中点刚度再进行如上述初应力法的等刚度迭代

。
对应每级荷载增量要集成二次刚度

阵
。

迭代中上级荷载增量收敛后的主应力方向
、

本次迭代后的主应力方向
、

主刚度方向是各

不相同的
，
因此计算等效单向应变使用 中点刚度时要正确处理主应力方向的变化及主应力和

主刚度方向的差异
。

另外在计算中点刚度的迭代中单元一旦开裂因刚度降低
，
在以后的迭代

中该单元直接按开裂单元处理而不必重新判断该单元是否开裂
。

表��即为该法计算浅梁 的

结果
。
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�
钢筋混凝土非线性有限元若干问题分析

�
、

变一次切线刚度的初应力法
。

该法在施加每级荷载时每一次迭代后随即改变单 元应

力应变及刚度
，
并重新集成刚度阵

，

再利用第一次迭代后的不平衡结点荷载作为荷载项进 行

如上所述的初应力法等刚度迭代
。

迭代收敛后再次改变单元应力应变及刚度
。

表� �即为用

该法计算浅梁的结果
。

由表 �可见无论采用何种解法
，
计算结果差别不大

，
均可以反映结构受力全过程特征

。

表 �列出上述四种方法计算梁 �
、

梁 �
、

梁�时从加荷到破坏总的集成刚度次数和总的迭代次

数
。

可见第一 种方法适用性最好
，
不论浅梁

、

深梁
、

集中荷载
、

均布荷载及收敛性都好 ， 后

三种基本属于等刚度迭代
，
其收敛速度变异性大

，

适用性稍差
。

但总的来讲
，

各种敛代方法

的差别并非过于悬殊
，
均可以在有限元程序中使用

。

表 � 各种迭代解法收效性比较

梁 � 梁 �

变刚度数�迭代数 变刚度数�迭代数

月

马

内乙，石月件，二等 刚 度 切 线 刚 度 混 合 迭 代

一法一一力一一应一一社一

中 点 刚 度 初 应 力 法

变 一 次 切 线 刚 度 初 应 力 法
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综上所述
，
钢筋混凝土非线性有限元采用结点位移增量建立收敛准则比较适宜， 采用切

线刚度和等刚度混合迭代收敛性和适用性最好
，
但等刚度迭代程序编制简便在某些情况下收

敛速度也是相当满意的� 混凝土单元开裂后若� �
方向受压可简化为线性本构关系处理

，
且开

裂单元剪应力释放条件对计算破坏荷载和破坏形态影响较大
，
需要进一步研究

。
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