
����年 郑 州 工 学 可 学 报 第�期

用��
�����

一�����
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提 要

在求解二维断裂力学间题
，
尤其在设计构件需要计算裂纹体上的应力场和位移场时

，
确定满足给定边界条

件的两个解析应力涵数 甲 ���
、
平 ���及其结构形式是极为重要的

。

本文把��
���� �一� ���

���问题用于解裂纹体应力函数上
，

给出应力函数结构的表达式
。

用该式可以求解无限大体穿透裂纹在任意受力状态下的应力函数和应力强度因子值
，
同时对

有限体非穿透裂纹亦可采用裂纹结构的形状因子加以修正
。

因此
， �一�问题给出的应力 函

数结构式具有普遍的适应性
。

一
、

二维断裂力学的基本公式与�一�问题的提法

基本公式
�

�
二 � �， � �〔甲 ‘

���� 司飞泛�〕 二 ��
�

印 ‘
���

�，一 �
二 � ���

�� � �〔牙甲 “
�矛�� 中

‘
���〕

�件�� � �。 �� �甲���一 �
币灭艺�一 冲�����

、 一 �、 、 ��� 吞
� 峨� ‘

� ��

� 、

士
， ， � 、

入

一
乙 ，， 甲 、 乙 ’

了
式中

， 印���
、

中���是两个满足给定边界条件的解析应力函数
。

�一�问题的提法
�

�一�问题也称联结问题
，
它是用复变函数法求解裂纹体应力函数的一个扩展

�

提法

没�为复平面
�
上的一条光滑曲线�开 口或闭 口�见图�

。
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若����
、
����为�上定义的已知函数

，
且在�上满足����

��条 件 �‘ 〕 ，
除在 � 线 端 点

���
、
���外

， ����铸 �
。

如果未知函数����在曲线工
�

的左
、 ‘

右边值记为�
�

���
、
�

一

���，
满

足给定条件
�

�
�

���一 ����
·
�

一

���� ����时
，
则欲求域内未 知 函 数 � �� ��分区 解 析 函

数 �的问题就是联结问题
。 〔 《 ’ �设����二 �

�
���� ���

���为曲线�上点�的某函数
，
若 对

曲线�上的每两点��
，
��皆存在不等式 ����

， �一 ���
。
� �《 � ��

， 一 �� �
卜， �

、
林为正的常

量
， 月

�

�《 件��时
，
则称����在�上满足����

��条件
。 〕

二
、

用�一�问题求裂纹体复应力函数的解析

设有一
�
个共线裂纹群

，
见图�

。

远方应力为鸟��
，
氏��

，
��

了�� ，
对应的远方主应力 和 主

方向为�
�， �

� ， � 。 ‘

由坐标转换式
，
则有

�

� 二 � �。 ，�� � 。 ��� � � �
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、卫�了
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了

由此
，
己知�

�， �� ，

令
，
小�

� �� 甲 ‘
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� �� ��币
一

��

则有
� � �了 �二 丁万而

� �� � 二 中�
�

代入基本公式得
�

� ，
则�

， � �
可求

‘

，
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尹
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� 冲
，
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由式 ��� �
、
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�
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�
。 �· ��

一不 �·

� �� 。 �� �一 中�
� �〕 �

� �� � �
一� � 了

…… ���

� 中 �� �� �����



�� 郑 州 工 学 院 学 报 ����年

� �矛 ��

丁
。 �玄

一

�“一环行，� 币万
一

‘下 “

一
‘

将其代入位移边界条件式
，
有

�

�� �· � �· �
一 �

小�
·�‘一 �

。 � ‘ ��一 �

一
�

雨
� 。 。 ��� … … ���

当考虑复数
�
从裂纹的上 �下 �侧趋向裂纹表面某点�时

，

纹面上的应力边界条件应满足
�

中
�

���� �
一

���� �，� 一 �丫
二，�

�

中
一

���� �
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���� �厂 一 �下
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将式 ��� �相加减
，
有

�
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则由式 ���可 知 裂
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孟
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孟
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‘ � 丫�，一
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�
， ， �

� 又� ， �万叹��丁 一 ���
� 一 �。 一

�

又由复应力的单值函数表达式知
�

甲 �� �二 一
� 十 ��

�屁 ��� � �
�� � � �� � 印 “

�� �

冲�� ��
花二答乒乒耳

一 ，� � � ��� � 讣
。
��

艺几 吸� � � 少

�
、
� �

一一远方应力参量
。

�
、
�一一裂纹面上外应力的主矢量

。

衬 �� ��
� � 色 �

终��
· ·

…
� �

冲
”
�� �� �

。 � 互
， � ��� … …
� �

考虑当 �
�
�足够大时

，
上式求导后变成

�

甲， �� � � 中�
� �二 一

� � ��

�兀 ��� � �

� ‘’ � ” ‘
�
，�二�

�一护中
‘
���二 甲 ��

� �� 一 �� ��
� 。

寿万�千灰万泛
丫 且 ’ 宁 ” 、

，

飞
…… 。 。 · �

�
将式 ��

� �代入式 ��� �
，
得

�

� �� �� � � �� �
� �� � �� �

�几 ��� � �

�
， 。 �

�
一

�

二
’ “ ’ �

灭�� 少
�

将式 ��� �与式 ����相加减
，
当�，��时 ，

在无限远处的边界应力条件为
�
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小���

中���

可以推证
，

见文献 〔�〕 �为 �

�� � �。 �二 �� � � �

�一 口 ��� �之 一 了
� 〕

�

一 ‘ � ’

满足内应力边界条件式 ��� �和外应力边界条件式 ���的函数解答 �推 证

�����������
�一一一一

�

一一一︸中�
� �� � �� �

二�� ��
� �匹〔���卫

�
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�

更�� 十
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��
。
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· ，一 � ‘ · ， �

凳
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丁
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�
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�

�
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，
�
�山

盖

�

� �� �二 〔 �� 一 � 。
��� 一 �

。
�…

�一裂纹表面上某点的坐标
。

� �
。
�多项式 �

�� 一 �� ��� 一 �、 �… �� 一 � �
��� 一 �� �〕士

� ‘ 、
��一裂纹尖端坐标

。

�
� ， �

� � �， … …� 。
由内

、

外边界条件确定的特定系数
。

将式 ���相加减
，
有

�

�
�工，目

一中�
� � 二 中

。
�� �

�

�
。
�� �

，� —
二 —一一

�

犬�艺�
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�

�
�

、

�
、������，��一��

一�自

� 石
厂 � �

�
十

�一�� �� �二 �
。
�� �

上 �
。

��

，，

一
� ��

中
。
�� � “ �

�冗������匹二砂
�
�

旦二丝�� �

�一 �

����

�一 �

�

�
�

一、矛
产� 。

�� �
�

�兀�� ��

工二业卫兰丝 �� � 旦旦
�

立��
�一 �

�

�兀�� �一 �

由无限远边界条件式 ���知
�

。 �
， ，

�

，

甲 灭� 少 � � 二 下 � � � 十 � � � ， 甲 。 戈�� 少 � �夕

�

���

� 一刁卜 �义�

� ��

��

扛
二 �

代入式 ��� �，
定出首项系数

�。

值
�

�一
�山，曰

�
二 二 � � �

� ，
�

， 、
�

， ， ，

� 厂
一

‘ � 一 十 � � ， 一 万一
吸 � � 一 � � 夕�

‘ 一 “ ‘ ” “ ’

��� �
�

�

理

其余系数�
。 � �， �

。 � �… …� 。
则由裂纹表面位移单值条件来确定

。

位移单值条件式为
�

由式���
夕
当

�
趋于裂纹面上某一点�， 则 �

�
� ，， �绕包围线段�

、 � 电�
�
的 封闭回路�

、
一周

，

并收缩于线段�
、
时 �见图��

，
则回路积分总值为零

。

即有
�

�中 中�
� ��� 一中

�� � ， �

由式 ��� �
，
并注意�

�

����

附近时
，
则有

�

� �� ��� � �…… ���� �

一 �
一

��� 二 � 〔 ��，
当��、

�
‘ ，
分别收缩于裂纹 表 面
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，�比� �甲曰 刁由尸
，
尺刀

��一��中 中�
� ��� “ 一 〔中。 �

���一 小
。 一

���〕��一
��

一

中

�� �
。
�

� � �
�

�

�
�
�

，自
��

�廿�

�
‘

幻 �万 ��� � 一

��，

故式 ���
。
�可表达为

�

广

�，

� ��� �� �
一 � �

���
〔 。 。 ·

��。 一 。 。 一

���〕��一 �
��

‘

杂片
一

�
��

� 压 一 盆

�
。
���

� ���

��， ���

�，� ‘
�
� 、 〔中‘ 。

�‘ ’ 一 吐
’
一 “ ’ 〕‘ ，� �

� 、

一 �
。 一
���〕��二 �

由式 �����把系数�卜
， ， �

���� �
，
�， ‘ ” ’ ‘ ’ ， �

� � � � � � � � � � � � � � � � � �

… …

〔 �� 。 ���

�����

口 · � ， �
。
确定之后

，
连同式 ����代入式��� �即可

定出中�
� �和� �

� �的结构式
，
从而也就确定了印 �

� �和中�
� �的结构

。

三
、

两类不同受力状态的应力函数结构式

两类不同受力状态如图�
、

图�所示
。

夕夕夕

血飞飞 土土
���

一一

口 ���

�
。

图�为远方应力自由
、

裂纹表面上作用有任意力
。

远方应力
， �、 “ �� 二 � … � � � ， 二 �

裂表受力
， ��� �

· ���日
，

�� �
· ���

日

用各函数表示裂纹表面上的应力
�
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、

�
����

，� � 一 �乙��一 ��
， ��

一 二 �

丫�，� � 一 �乙��一 ��
， ��，一 � �

…… ����

至����一 ��一。自�
︸一一贝��

， � ��� � ����

卜
�������

按式 ����则
�

中�
� � � 小

。 �十几 �

� 矛

� �� � � ‘�。
�� ��

� �� �

由式 ����
�� � � 十 �

� ， � �， 故�
，
�� ��� � �� � � 。 “ � 。 ， 而� �� ��� 〔 �� 一 �

专 士
�

�� � ��〕 � ��
“ 一 � �

令� � �� �� 一
� 一 ��

�兀 �� �� �

� �
十

���乙��一 ��
� 二 �

艺� 」 一一
一

兀万王
，

—
“ ‘ �

�一 ��
�兀 �� �� �

�翌
泣二旦 圣些二丝�

�

乙 一 �

�
�
�乙 �一 ��

�兀 � �屯
呱生二互�

一��� 旦二退
�一 � �兀 � 丁

各��一 ��

�一 �
��

故 中
。
�� �� � � �� �� � � �� �， ‘�。 �� � � � � �� � 一 � �

�� �

由此可写成
�

中
。 十

���一 中
。 一

��� � 〔� ，�
���一 �

�一
���〕 � 〔� � �

���一 � � 一

���〕

幻 。 干
���一 � 。 一

���� 〔� �十 ���一 玉��
一

���〕 一 〔� � �

���一 � �一 �丈�〕

运用����
�
��公式及乙函数积分

，
注意�

十

��� 二 一 �
一

���� � ���
，

并代入式 �����得
，

��� � ，�
�

�

、

丙
· �� · ‘ �

�几
工
气黯早六聆

一

，·

八
�卜 ����

，�

声

‘卫音夕
一

里“ �卜 �，�，· “

运用柯西积分
、
乙函数积分及留数定理分解上式

，
将所得结果代入式 �����

、

式 ����

得出应力函数结构式为
�

� � 一 、 一 �一 �� 。 ‘
侧�

“ 一 � �

中�� �� �几

理
吕 〔 �

’

户亡
一

�万
丫 “ 一 ‘

�兀�
一 、

侧 � “ 一 � “

。 �� ��� �二毛
一

， 〔 己华缚典�兀 � 喇 � “ 一 � “

应力强度因子表达式为
�

� ���� 一 ��
一 � 一 �一 �

� 十 �

一

卫�
·

�

�

八
� 一 “ ’ ‘

义
‘
一 ����

一 ���� 一 ��
一 工 一 �

�
�斌

·

�
一

玄一��
一一十�一�
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一一
��，�����������

士
�

� � �亿� ��� ��� 一 � � � 中�
� ��

夕

注意到
� �，� ，

���卜 � �

�注�刁�止
一一��一�

一

︸

�、则
， �

。 � �
、 一

军
�

上于
一

� 、

乙兀丫 � � � �

�

��下训 �

�
� 十

挤 五万
�

亏〕 �〔�孔�
�

�

�
、 尹

、� �

�
� � �

� 一 �一
�

�兀侧�

�
。

图�为裂表应力自由
，
远方作用有任意力

。

由于裂表应力自由
，
使问题简单化

。

�了
� 二 �厂 �� �， ��了� �� ��

厂 “ �，
所以

，

小
。
�� �二 � 。

�� �� � 由式 ��� �知
�

︷��一�
︸中�� �

二 �， ��
�

�

� �� �

、夕、声���
�‘︸矛�、

几�� �� ��
十

奢
厂
�

将式 ���
、
式 ���

、

式 ��� �的有关参量代入上式得
�

、声汤任�上了吸
���

�
、������，产“ · ，� 〔鱼�生二卫�竺�韶业

叫

业立
一

专三
厄

是石
、 �
丝

上二

睿
鱼立月竺

。 ‘ · ， � 〔鱼丝二旦竺生盗鱼卫坦竺
一

玲玄藉护恤
二

一

�
兰�卫竺竺

应力强度因子表达式为
�

�
�� �侧� ��� ��� 一 � �

�
今� �

�

�
�

中�
� ��

，
注意到

� �， � ，

�一委
一亿

�

笼〔��
��一 ����� �� �

� 吸�� ����� �〕 一 ����一 �� ������蛋

以上所得式 ��� �
、

式 ����是两类不同受力状态的应力函数结构的通解式
。

有了这个

通解式再由积分并附以边界条件即定出甲 �
� �

、

冲�
� �值

。

四
、

验 证

选取两个常见的受力状态 �见图�
、
图��予以简证

。

�
�

求图�受力状态的应力函数结构式及强度因子
。

分析图�则有
�
�� �夕 �对称

。

由式 ����知
�

中�� �� 尸
一

〔 �可瞥二可
� ���� 一 �，一 ， �

�兀 � 甲 � 乙 一 � ‘

一 �
一

狱
，、、
只

一、�〕 十

箫
〔 �
了�牡昌二一 ���� 一 ��

一
� � � �

一

�

气里一 〕
斌 � 乙 一 � 苦

砚
一
����

、 中�
� ��

�

�兀�

侧�
“ 一 ��

�� 一 ��训砰口砂
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业业
���

一一‘一窄窄
工一叹

企

图 �

� �� ��

�兀�
二

一

〔 琪翼二薰
一 、 ��� 一 ��

一
� �

扮
一

�一

典
一

刁
�
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以上所得结果与文献给出完全符合
。
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求图�受力状态的应力函数结构式及强度因子
。
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结果与文献给出亦完全符合
。

综上所述
，

通过两种受力类型裂纹体应力函数结构式的分析和验证
，
可以证实��

。 。 ���

一����
���问题解法概括了一般

，
具有普遍性
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