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三次样条函数在计算机

求取控制系统脉冲响应中的应用

耿 直 黄亮胜

�工业自动化教研室 �

提 要

计算机求取自动控制系统的单位阶跃响应的方法很多
、

但水取一个自动控制系统的单位脉冲响咖�很少见

到
。
这里介绍一种在用四阶龙格

�

一库塔法求取了控制系统单位阶跃响应的基础上
，
采用三次样条函数来求取

该系统的单位脉冲响应的方法
。
该算法用�����语言编写的程序

，
在�����一一�微型机上通过

，
效果 良好

。

一
、

龙格一 一库塔法不能求取系统的脉冲响应

为了把这个问题说清楚
，
下面以三个方面论述

。

�
、

龙格一一库塔法简介

在求取系统的时域响应时
，
常常遇到求解微分方程的问题

，
这可以通过数值积分法来进

行
，

而龙格一一库塔法就是一种常用的数值积分法
。

若考虑系统为如下常微分方程
�
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，
其中�为时间的增量

。
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，
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今有四个未知数
，
而只有三个方程

，
所以尚可自由选择一个方程

。

今取
�

于是

�� “ �
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� � 二 � � � �
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把 � ，， � �
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于是得到这样
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上式计算时只取了�
、

� 。 � �王��

�“
两项

，
故称二阶龙格一一库塔法

，
其计算截断误差正比于�

�，

需要更高精度时
，
可用高阶龙格一一库塔法

。

同时从⑥式中可以看出，
下一点值��

与 前 一

点值�
。
有关

，
而单位脉冲函数具有如下数学表达式

�

厂加 �� �

各���二 飞
」

���
、

� �子 �

若把�二 。时的值代入⑥式中�，
是很难求出来的

，
所以龙格一一库塔这类数值 积 分 法只

对输入信号的幅值为有限值时才有效
。

下面我们从描述系统的一阶微分方程组的形式
，

来分析输入信号对求解输出信号的影 响
，

从另一角度看看求解脉冲响应的困难
。

�
、

系统的一阶微分方程组的建立

一个自动控制系统一般可由放大环节
、

积分环节
、

微分环节
、

比例微分环节
、

惯性环节

和振荡环节组成
，

�。 �� �

若把这些环节的数学表达式选成具有普遍代表性的形式
，
即

�

� ��� ���

��� �‘
�

那么 以上的任何一个环节都可以通过选择不同的�
�， ��

，
��， ��

来得到
，
所以一个多环
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自动控制系统的数学模型就可以顺利推出来
。

下面我们举例说明
，
设某控制系统结构图如图

①所示 �

由结构图可知
�
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、

把 ���和 ���式写成矩阵形式为
�

�� � ���� � �� � ���� ���，

� � �� � �
。
�

。
���
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中并整理得
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其中
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。
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如果�
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，
则 ����式可写成
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即 号
� �

一 ，�� 十 �
一 ‘
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寸
。
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对 ����式这样一个标准的微分方程组
，
利用龙格一一库塔法即可求 解 了

，
但是由 于

输入信号�
。
的影响

，
要使 ����式真正有解必须限制�

。
即要求�

。
��� 二 �

‘ ， �
���

�
、

不能求解的原因

从上面二方面的分析可以看出
，
要想用龙格一一库塔求解一个实际系统的响应

，
对输入

信号的限制是十分严格的
。

为了能使 ��� �式在阶跃输入信号时也能求出时域响应
，
应 使

�� 二 �即要求�
�
���中的�

�

等于零
。

这就是说如果系统的外加输入信号为阶跃信号时
，
那

么必须限制�
�
���环节

，
这时 ����式可以写成

，

� 二 �� � �� ���

其中 � 二 �
一 ‘�，

比较 ����
产 ， ���

�二 �
一 ’ �

�

���三式可以看出在脉冲信号输入下�
。 ” ” �，

。 。 ，
所以不论 怎
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样修正系统的数学模型都不可能直接用龙格一一库塔法求出脉冲响应
。

所以有必要找出另一

条路子
。

二
、

利用三次样条函数求解 系统的脉冲响应

在具体说明怎样求解之前
，
先复习一下线性定常系统的一个重要特性

。

�
、

线性定常系统的重要特性

对于另初始条件的自动控制系统中
，
当输入信号为

� ���时
，
其输出信号 � ��� 的 拉

氏变换表达式为
�

� �� �二 ���� �� �“ �

℃� ���� �
一 ，〔�� �� �� �� �〕 ����

若今使系统的输入为 时
，
那么�〔
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��
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这 时 系 统 输 出

、、尹上 一丁‘一手�

卜
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从 ��� �和 ��� �两式说明
�

对于同一个控制系统来说
，
当输入信号为原来输入信号的

导数时
，
系统的输出则必为原来输出的导数

。

我们知道单位脉冲函数 ����是 单 位 阶 跃

����对时间的一个阶导数
，
那么可以证明

，
同一系统的脉冲响应也可以从系 统的阶 跃响应

求出
。

但是我们用数字计算机求出的阶跃响应不是连续的
，

而是离散函数
，

所以不能用常规的

求导法去确定系统的脉冲响应
，
必须借助于其它数学工具

，
在此我们用三次样条函数插值的

方法求数值导数
。

�
、

三次样条函数及数值导数

我们知道
�

对于给定插值点序列 ���， ���， ��� �， �， �， 二�
。

不妨假定� 二 � 。
� 二 �

�� �…� � 。 二 �， 求 〔�， �〕区间上的函数��� �
，
应满足下列三个条件

�

①��� ��� �
�
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②��� �在〔�， �〕上有一阶
、

二阶连续导数
。

③对于 � 任〔� ，， � ，� �〕， ��� �为三次多项式
。

则 ��� �即为 〔�， �〕上的三次样条插值函数 。

若令�
�

表示��� �在� ‘
处的导数值

，
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假设〔� ，， � �十 �〕上三次多项式表示为如下形式 �
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，
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此外在��� �的子区间 〔� �� �， � �〕右端 � �的二阶导数值应为
�

�
·
�� �

卜
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丹户一
、
之户

十 、
�

，� � �

���
� � ����

而在��� �子区间〔� �， 二�十 �〕左端 � �

的二阶导数值应为
�

�· ‘ 一 ‘ ，二 一

冷
一

，五�

诈
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由于要求��� �在为处有连续的二阶导数
，
所以

令 ����和 ��� �式相等
，
并整理可得

�

�‘
���� 二 �

刀
�工

，�
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��一 ������ � � ���� � ���十 一 � �〔 �一 ��
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会
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一
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其中
� ��二

����式对所有的插值点� �， � �， … � �一 �

均成立
。
所以由 ����式可得到 �� 一 ��个含

�
�

的方程式
，
整理如下

�

��一 � ，
��

。 � �� �� � �� � � �
，

��一 � � �� ， � �� � � 。 �� � � �
�

����

叹�一 � 。 � � ��
� � ， � ��，�

。 � � 。 � ，�
� 十 � 二 日卜

，
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�、、�
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其中
�

卜
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淤
��

、 一 �‘一 ，一

会���
飞 一

��� 〕
’

从 ����中是求不出唯一的 �。 十 ��个�
�
的

，
还需补进两个边界条件

， 在实际控制系统

中
， �‘

��
。
�和�

‘
�� 。

�都是确定的
，
而且可以用拉氏变换终值定理和初值定理求出 ， ‘

所

以补进的两个边界条件为
�

��产 ��
。
� � �

。

� 〔 ， ， ， 、

����毛 �
，
��

，
�二 ��。 、 。 。 ，

这样把 ����响
一

，��� �式联立
，
就可以求出各插值点的所有一阶导数值 �唯一解 �

。

可见在用龙格一一库塔法求出系统的阶跃响应后
，
运用三次样条函数

，
完全可以唯一地

确定出系统的单位脉冲啊应丁
。

知道了某系统的单位脉冲响应
，
应用卷积分定理又可对任意

输入信号的系统响应进行全面的分析和研究
， 给深入研究系统的性能提供依据

。

三
、

系统仿真主程序及说明

主程序框图见图�所示
。

输入数据有以下几个方面
�

�一一典型环节个数

� 。
一一计算步长

� ���， ����夕 � ���， � ��� �一典型环节的系数

��， �
�，
�

，
一一各环节之间联接关系

输出性能指标有以下儿个
�
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一
�

一一
闷

一
，

一一
，

�

一
一一��一一系统超调量

��
一一系统调节时�司

�
。
一一系统振荡次数

�一一系统振荡频率

��
一一衰减比

输出时域响应曲线有二种
�

①单位脉冲响应一一� �� �

②单位阶跃响应一一� �
���

。

四
、

举 例

设某系统的结构图如图���所示

系统中有四个环节组成
，
由计算机计

算运行
，

输出单位阶跃响应曲线见图���
，

输出系统脉冲响应曲线见图 ���
。

偏刹叮两动 以

挂

图 ���

吞�
粉�
，
�

改�寸�

�� �卞�

�

工��

��

��寸吞

圈 ���

�下转��页 �
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