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�����法在阶梯梁固有特性计算中的应用
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提 要

本文在以精确解形式的传递矩阵法的基础上洋细介绍了用��
�����传递矩阵法计算阶梯梁的固有频率和振

型
，
讨论了不同的端部条件及中何刚性支承的处理

，
井对取��

���法中的奇点干扰及解决办法作了详细说 明
。

以�����语言编制了程序
，
用例题进行了运算

，
得到了较为满意的结果

。

随着科学技术的发展
，
人们对旋转机械动力特性的研究逐步深入

，
对于解的精确度要求

越来越高
。

而大型电子计算机的使用
，
使新的计算方法不断出现

，
如八矩阵法

、

修 正 矩 阵

法
、

综合分析法和�� �����法
。

在以精确解形式的传递矩阵法的基础上
，
我们以��

�����法用

于阶梯梁动力特性的研究上
。

一
、

精确解形式的传递矩阵

对于作平面横向振动的梁�等参数 �
，
忽略剪切效应

，
运动微分方程
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��单位长度的分布力
。

利用 � � �的克雷洛 夫函

数解
，
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��为�单元的长度� �� �

，
�

，… � �。 为所求的固有频率
。

设�单元在 � 二 乙处有一集中质盘�
，
则惯性力为

�

� � 一 � 亘丝二
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里业�
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自由振动时
， �一般按�变化

，
将� 二 必�毛���

�� 。 �� 甲

代入上 式
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此时有运动微分方程 �
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对于弹性支座
，
可令� � 一 �必

‘�七�������� 甲�
。

传递矩阵法虽为主要的计算方法
，
但存在着严重的缺点

，
当转子过长

，一

单元数较多
， 有

较多的弹性支承时
，
传递矩阵数目增加

，
计算误差增大

，
且很敏感地影响到振型

。

��
�����

法利用解除同一节点间物理棍合的方法
，
提高 了精度

，
改善了数值解的稳定性

�

二
、
�������法
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��
。 。���法的理论基础是传递矩阵法

，

面是解决伺题的方法
。

�
、
传递单元的分法

①同“ 阶梯，
或中间刚性支承

。

②集中扰动力作用处到下一个分段处 。

‘

�

叱 �袄动 冷 �

思想方法是把状态向量分块
，
解除奔再合作 用

。

下

申何仪丈

�
、

传递公式

由前述
，
传递矩阵总可归为 �阶方阵

�，
为不失一般性假设传递单乖的左端面

有外力��
，
则
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��在计算模型的始端为 �向量
， �， �弓 七，

“ ‘
是未知的， 引进��

“ “ ���传递阵�
�，
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、户护‘、声、�产������孟
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其中 ��

为与外力有关的列向量
。
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可确定 ， ��

� � 、 �
·

了� 、
�
，
匕

�
� �

八 七�八

·

这样我们便得粼了初始 传递
����

一�
、

一一

阵
。

假定一个频率值 。 ，

递步骤是
�

�，、
��、

�， 、

�
， 、

使各传递阵可运算
，
利用传递公式����一 ����

，
便可传到末端

。

传

�� 、
�

� 、
�� 、

�
�， … �� 、

��
。

�� � ���� � �、

最后得到末端的��
�����变换

�

����

�
、

对几个问题的讨论 “

①根据始端的约策系
�
律确定�

、 。 一

中的元素

此时传递矩阵��� 的行�列�要作相应的变换
。

、�、
儿

�丹��
了、��

一一火
， 。 ���厂�

、

又
，

一一以 自由端为例
·
�。

②根据不同的始 、

末端约束
，
确定频率方程的形式

当求梁的固有频率时
，
� � �，

这样传递的结果便是�
� � ����， 下面就用它确定频 率方

程
�

始端为自由端

�� 末端自由
�
�� � �、 二 � ��沪 � 吞� 子 �

所以
…�
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火�� �

�����
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、

�����曰心�，孟���

� �即为两端自由的频率方程
�、�人��� ��‘���火

�� �末端固定
� �， 二 � 丹� 二 � ��沪 � �对价 �

飞了
�
�

��。
户

��

所以有
， 厂�

一

�

飞�人
二 �

故 ��
�一 ’
卜 �即为 自由一固定梁的频率方程

。

����末端铰支
� �� � �

� 二 � 丹� 笋 � �
� 祷 �

� �
飞

所以 咬 了 二
‘
�� 一 从�

、
夕

故 ��，��� � �
’

�� �末端滑动
� 丹� 二 �

���� �� � 、 厂 �
�
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、

�
��

即为 自由一铰支型的频率方程
。

�� � � ��笋 � ��子 �

、
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故 ��
� ，�， � �即为自由一滑动梁的频率方程

。

进一步地考查发现��
。 。 ���法共有四种频率方程

�
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始始 端端 状 态
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�二 �� 班� ��， ��� � �， 硕� ��认
��， � �

由频率方程求得固有频率后
，
便可确定状态向量

，
从而确定出振型

�

③中间刚性支承的处理
在划分单元时

，
我们把铰作为一个单元

，
它的长度�

�二 � ，
在自由振动中，一

铰的反力 一

般和梁的振动是同步的
。
把�

�� � 邑� � �� ‘ ��代入���式
� ‘
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� ��
厂吕
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、�从

上式即为铰两边状态向量间的关系
，

�����自由

下边对不同的始端支承进行讨论
。
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，
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，
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所以
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一 �

飞旦叫鱼上
��、 �

� �����，

�

�
、

所以

�
‘� � �

��
� � � �

�

火 一 �

�����
、
�

������

将�
�
代入����

，
� �

� ‘ “

�
仪 一 �

� 、
��

， �

利用同样的方法可求得始端铰支时
�

��� �

� � �

…� 、 。 ���】�，

�
又�八牙

一，

� �

一 �， 、
��

� �
一

�…
、

厂

�
�

一一�

始端滑动时
�

�一� �
� �

� 。 �
�
只� �

‘
甘

�、

一一已�﹃
��

以上所述为��
�����法中对刚性支承的处理

，
即在传递过程中遇到刚性支 承时

，
只需 技

上述作一次变换即可
。

④�� 。 ����法中的奇点间题及解决办法

��奇点产生的原因及物理意义

我们认为奇点是由于在��
�����传递过程中有矩阵求逆所致

。

至于它的物理意 义
，
我 们

只用 自由一自由梁作一说明
。

它的频率方程为����一 �
。

如果末端为 固 定
，
频 率 方 程 为

���
一 ‘

卜 �，
这样在��

�

卜 �的根时就有可能遇到 ��
�一 ’

卜 �的根
，
从 而 使 得��

、
�呻

二 ，
产生奇哀

。
因此求哆

、
�时遇到奇点正是同一模型在末端固支时的固有频率

。

这 就 是此

种情况下奇点的物理意义
。

在计算过程中
，
我们还发现所有奇点均为反号无穷点

，
这可能是

，剐 中包含石
‘

乡萨的奇次项所致
。

��万�

》》 ，，，

�� �增根和漏根现象

�������法中的��
�
�一 。 曲线有反号 无 穷

点如 图 �示
，
虽然 。 �

和 。 �

两 点 值 反 号
，
但

� 。 ，， 。 � �内并无根
，
用二分法求解时就 会

产生增根现象或出现死循 环， 对 于 。 �

和 。 �

两点
，
则可能出现丢根现象

。

����目前解决的办法

工程中有些梁
，
一端的支承情况改变后对其固有频率值影响很大

，
这样情况下奇点和根

间的距离就可能大些
，
因此

，
计算时只需把步长选小些就有可能避免漏根现象

。

对于增根问
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一

�吕对�
题

，
我们可以加一些条件来断定有根区间的真假

。

如图 �
， 。 ，

和叭处的值友号
，
我们可以 再 计

算一点 。 。 � 士���
� � 。 ��的值

，

若得到的值�
。
与�

，

同号
，
且 ��

。
�大子�� 】， 则� 。 �， 。 �

’

�为假 有根

区间， 反之则为真有根区间
。

若它与�
�

的符 号 相

同
，
也作同样的判断

。

然而
，

有些梁在振动过程中
，

一端的振幅很小
，

即使改变支承情况
，
对梁的固有特性影响也很小

，
这就使得根和奇点 很 接 近

，
以 至 于 “ 重

名、 � ”
仁� �

现在我们考查一下��
�� 二 〔�� ，�� �� �〕�� ，��一 ，

� 〔�� ��� ���〕�� �〔�� 一�� ���〕�� ���� �

〔��，�� ���〕� � ，〔�� ，�� ���〕� � �〔����� ���〕�� 。 … 〔���〕 �这样便有

、�
‘、了

����厂�
火

厂� 、
���� � 久

�

�
从

�

� �

�扮〔�� ，�� �� �〕�� �〔�� ��� ���〕�� �… 〔�� �〕 �� � �

故
�
���〔����� ���〕�� ，〔�� ��� ���〕�� �… 〔��二 〕 � � � ��� �

上式和 】���� �代表的是同一梁的振动 ，
因此它们是等价的

，
退����式已不 存 在 奇 点

，
而

是一条连续的曲线
。

这样求解不会有增
、

丢根的问题了
。

在解方程���� 时
，
如果采用二分法

，
便可使问题简化

，
我们可取����式 的 符 号， 而 用

��刻的值
，
也就是用�����法的符号

，
和��

�����的值
。

记此时频率行列式的值为��

�一 �

�� 二 �����
�
����

�� ��
�
�� � ���� �〔�� ，�� ���」��� ����

此时

�
一

�

�� 一 。 曲线又有奇点
，

�� �

乙 ���� ��仁�
� ，�� ���〕 �‘�

�
二
�

但已是同号无穷奇点
。

如 图 �所示�

�一 �

名 ���� ��〔�� ��� ���〕 ‘
��

这样我们就很容易地消除了奇点的干扰
，
前边所提到的四种类型的方 程 式

，
便 为

��� �� �

�� � ��
、
�乙 ���� ��〔�� ��� ���〕���� �

�� �

���
� ��

�� �

� ��
� � �

����� ���
�
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·

兄

� 二二
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�
、

求响应

。 � 由�� �� �
��� � ��， � � � �� � �� � � �

�
和

��
�

� �������进行反推
。

对应于不 同 的 频率 方

程式， �、
有不同的确定方法

�

�， �� � 一 �悦
一 ���

�

、了�������

一一入���

�� �� �

飞人

�

、
�

丫�
�

，’ �

一 〔
‘ ” 一�

一 ��一��一�

‘ �� �
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� �

�

求响应时对刚性支承的处理， 以左端固定为例

�

厂�飞
�

� 、 。 二 、 �
一 、 �

� 门上龙� 日�附 二忆匕旧 �

气 心少�
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人
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厂
、戈

一一

�
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�
�

�

�…�
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左�吞��厂落飞
�

答几� �

分块
� ��

� � � �，， ��十 � �� ���

�
�

��，
并代入�

�二 ���，� �之再 加 ��十 � � �可得
�

����、��

��二 ��
，�
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，�， � ���
订�
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�
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‘
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三 利用���
����法计算的结果及误差分析

为了方便地看出计算中的舍入误差
，
我们选了一个两端自由对称阶梯梁作为例 题

�

如 图

�所示
。

在直径为��和���的两段分别有重�
， � �勃��和�

� 二 �����的集中质量作用在其中间
，

轴的弹性模 量� � �
�

�� ��������
�� “

其它参数
�

卜， �
，卜的咔���一 ‘

一
， 、 ，
同

。
内

图� 必 � �单位长度的质量 �

��
一

�
‘

� ��
一 �

�� ���� ��
一 峪

��� �� ��
一 ‘

��� ����又 ��
一 。

把�
�夕

�
�

换成质量的单位后

��惯性矩 �

���

���

����

����

�
� � �

。
�������

分段法
�
为了作振型方便

，

必 � ��

��

���

���

�
� 二 �

�

�������

我们把它分
一

了��段
，

分段数

�

�

实际计算不必分这么多
。

每段长度 ��� �

�
。
�

� 阶吸且日

�

� �

集中质量放在传递单元的 左 面 或 中

间
，
下面是计算的结果

。

一阶振型图如 图�所示

第一阶固有频率 。 ，一
���

·
������秒�

��������������
，二，白��月任︸�八�片了��
。�
︸，���‘�工�上�工��，��一���︸
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第二阶固有频率为
� 。 ��

振型为
�

节点号

� �
。
������ ��

� �
。

������ ��

� �
。
������ ��

� �
。

������ ��

� 一 �
�

������� ��
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二阶振型图如 图�所示

误差分析
�

从计算的结果 可 以 看 出

一
、

二阶振型在两端点的相对误差都是很

小的
。

结 论
�

、
�������传递矩阵与克雷洛夫精确解的结合

，

数
。

�
，

�
、

�
、

主框图
�

使计算精度进一步提高
，
并且减少了分

对刚性支承的处理进一步提高了此法的通用性
。

此法不仅可以求解固有特性问题
，
还可以求响应问题

对于求振型
，

如图� 所示

此法要比传递矩振法好些
，
这种方法有一定的价值和实际意义

。
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