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无限自由度直杆体系的横向振动

霍 达

�上建系结构理论研究室�

提 要

本文在较为一般的条件下导出了等刚度
、

均匀质里无限自由度直杆体系横向振动的矩阵形式初参数法 基 本

公式
。
形状规律简单

，
便于记忆和使用

。
同哈 对一些恃殊情况文中讨论了基本公式的简化和用法

，
使解题 变

得极简便
。
特另腿求解自由振动阶 几乎不用什么计算便可直接写出须串方程

。

一
、

引 言

� 对于一奈直杆体系进行有限分段
，

杏段杆轴不弯且具有连 续 分 布 刚 度 “ �。下
、
质 最

���，�
、

分布扰力���
������

、

分布扰矩���
������

，

除边界处以外段内不存在集中质量期
、
集

中扰力������
、
集中扰矩�江���和抗侧移弹性支座�刚度为���及抗转弹性支座�刚度为�户 ，

设沿杆轴方向的均布轴向荷载为�
， 则该分段的基本方程组是

�

典
〔������丝终粤井�〕

� � ��三广兰整革警竺
� � 吵����毕，

�石��
。
过兰赵典卫

一

神��

二
��

一 � ��一 廿 关� � ��

�� ���������一
����

�
�

���
���� ���

当然在边界处必须满足边界条件
。
由于禾知数�� ��

，
��� ����卜����的个数与方 程 的个

数相同
，
理论上总是可解的

，
可是却极其繁琐

。

我们发现， 在很多情况下
，
使用初参 数法是

很方便的
。
特别是使用本文建议的矩阵形式初参数法基本公式尤为简捷

。

二
、

初参数法的矩阵形式基本公式

为书写方便
，
第�杆段不再加脚标�

。
在等刚度

、
均布质量的条件下 ������二 ��， ����

�� ��
，
如�� �则�为不变的常数

。

假设杆受简谐扰力和扰矩���������� ���������及��������
�

斌
�������作用 ， 则在稳态时只需考虑纯强迫振动

，
方程���变为常系数四阶线性微分方程

���
�

�二�
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� ����� �� ���

气井二一 之 一
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下歹节 一 一一干歹于下—乙� 马� 乃���

今 。 “ 二
坦

� �
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’
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�

�
’
� 气二二 二�
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则���的特征方程是

入
毛 � � �入

� 一 �� � �

���

���

它的四个根
，
两个是相反的实数

，
两个是共扼的纯虚数

，
即
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��� ， ���
二 �
���

�

压又了
’ 则有
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� �，， ���

求解它们可得

��

、

��
�

��
、

……�� �

�一 林 �
以�

。 朴 一 卜���。 扮
�� ��

� ��
���一 协

“ �
补
���〕

��

�。 二

命
〔 ‘�。 ’ 一 卜 “ 甲 。 ” � ‘ “ ’ “ “ 。 ’ 一 林�“ ’ ‘

命
〔 ‘，。 ’ 一 �

。 ” � ‘�’ ‘“，一 “ ’ “
�”，’〕

����〕
��

� ‘
�

一 卜��一 协
�
�
以印

。 共 一 �
。 井

�� ��
势 ，
���一 �

芬 “ 产 �����〕



第�期
’

番达 � 无限自由度直杆体系的横向振动 �，

将���代入���并引入记号

�
�

” ，‘ 二

下口
〔 “ �林八�一 件 ‘ “ “ ���

���
�

�
。 ，� 二

�

�一 协

�

�

州
、

几
” �件“ �一 卜 ‘ ��“ �

一

�

《��

���
�

���
�

二 ，�� �

�一 卜

了 〔���入�一 ��终入义〕
、

�
。� ，、 �

�

�一 件� 〔��认 � 一 工
一

��，入�〕
协

、了��
沪吐、

��
·

叱

…
�

可得 ， �
�爷 二 �

，、 ，入。 。 � � �
。 ，、印 。 书 � �

，‘ ，、�
。 ’ � �

。 ，��
。 共 � �。 ，、�

若
����

�
， ，��

份 ‘
���� �

。 ，、�
� 刀
���� �

， ，、�
� “ ‘ ���一 �

斧
�界�

。 。 �
�

称
〔�尹 。 ， 、 · 。 · � �， 。 ，入、 。 · � �广 � ，、�
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� �
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���
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务 ‘
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�，��� 〔�二�， 甲
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�
二件 〕�� �。 二 〔�。 朴 ，年 。 “ ，

�
。 带 ，

�
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，， ‘ �� ，、 �
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及 ����二 〔�番
���， �

关 ‘
���

， �
补 ，，
���， �

井 �’ ‘ �义�〕�

����二 〔�苦
���� �

条， ���夕 �
管 “
���一 �

升�， 产 ���〕，

则公式���可用矩阵形式简洁地表述如下 ， �

�

又点嗽议瓦
一

卜

又
。��一

承��
’

���
根据式���我们便可以从某个参数为已知的截面出发

，
逐段地表达相对应截面的参数值，

直至最后
。
因所列方程数与未知数数 目相等

，
故总可以求解

。
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在边界处
，
变形�及甲应协调一致

。

有集中扰力
、

集中扰矩
、

集中质量或弹性支座时， 边

界参数值通过左
、

右截面的突变来协调统一
。

当集中扰力是幅值为��的��
���队时，

其作用点

处左
、

右截面剪力值突变�汗 集中扰矩�������处左
、

右截面弯矩值实变��， 集中质点� 。处

左
、

右截面弯矩突变 一 �
么
�甲�， 剪力突变�

“
����� ， 在抗侧移弹性支座处

，
左

、

右截面 剪 力 突

变 一 ����， 抗弯弹性支座处弯矩突变 一 �
�甲�

。

三
、

无轴力等截面直杆的自由振动

无轴力� � �，
如整杆上无集中质量及弹性文座， 则把整个杆看成一段

。

自由振动 ， 扰

力及扰矩为零
。
于是特征方程���的根就成为 士�及 土��， 卜 � �

。

相应的影响函数化为

�
， ， ， ， 、

� 资七����� ������二 八��
‘

·

音
〔，���� �‘���〕 “ ” ‘ ·
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、

…
�
�

��

�
�

�
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�
�

� �
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� �
�

…
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�
“ ，入 � 育�����一 ���盆��� ���

‘

而且满足�， �� �

令

或
� �

����， �，�� � ����， �，���� ����一 �， ��

、声，五口�工产、

、 、‘�
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�

�

����� 蒸

…�鬓嚣
��� ���

� ����
。

� � � ��了

�
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���
���
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� � � �

� � � �

��� � � � �

则公式���就简化为

�
二 � ����

。 ����

�
、 补

甲广

�� 带

甲 ��

����

�
二�

�
�静

�
。 ’ �

�
�

。 ，�

�

�
�

���

��

�
��

�
‘

�
�
�
�

��

����������������厂
�

��
�
�

�
�

，

�
�

�
�

�
�

使用式����或式����求解问题非常简便
。
只要对相应两端点的边界条件把�

。
中等于 �的

参数对应斌
�
中的列勾掉

，
把
汤

等于 。 的参数对应的或
�
中的行下画波浪线

。
则由��� 的

画波浪线而未勾掉的元素组成的行列式就是频率行列式 �△ �，
频率方程就是 �△ �二 �

。

例� �
求图�所示悬臂梁的自振频率方程

。
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〔解〕 边界条件�。 � 二 甲� “ �， �产二 �产� 。
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�
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�
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�
�夕

�

�
‘

�����������������、
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�

���︸�︸���︸�︸
工���

、

…
二

�
�

少
� �

� �

� �

������

��
���
���
���

�
、

印�

�了
�一 �

� �

� �

留 频率方程 � � � � 之��一 ������ � �

�� � �长�

整理即得
��������� � �二 �

当杆上还有集中质量及弹性支座时
，
则集中质量叭产生惯性力幅值为 。 ’ ����和转动惯矩

幅值为 一 。 ’
�� 甲汗 弹性支座产生反力 一 ����和反矩 一 ��叭

。

这时可按 �二 �节末尾的方法逐

段解算
， 下面推导统一的公式

。

对图�所示的情况
，
先只考虑仅有一个集中质量�

�
的情况

，

在���一
� �段

逊逊生少���比比尸尸‘ �二下买�二尸一李，一了一���。。 �

冰心 � 飞

申甘甘
十十 巴之之

仆仆仆

�
二� � � � ���

二 �一��
。

而在�一
� �
� �段

，
令�� 。 “

�甲��� 二

�� �

一 。 ��甲 �

�名��

丰上二土二寸
�

�。 �� ����井 ��
� �
� ���

��
��

并引入记号

� � �� 〔�，
�

，
�
一 。 么�甲 ��豢 ， �。 �。 ����� 〕� ，

则得

�
二 二 �众 ���

二 � ��� � ‘� ���

将���式代入���整理， 因此

�
二 � ��

。 ��式�
二 一 。 一��� � �式

。 �� �

易证 �。 、��、�一 ��� ��
工

从而有 �
二 � ��二�。 � �‘

· �� �
���

将这种推导办法应用于所有质点及弹性支座
， 并令 ‘一

���
�，一

斋
则对于有限多个集中质点和弹性支座

、 “ �」�‘” ·

抵
�一 ��

·
�。 �

酥�
‘ ·，�，�

开�
�，��， ����

这里�尸 ��
，
�

，
�
一
��龟�气 �一�����

� 〕� ，

而
“ �和��分别表示第�个质点到杆右端�面的距离和 第 �

个弹性支座到杆右端�面的距离 �见图��
，

公式����
、
����中含有集中质点或弹性支座处的转角和位移

，
因此还需增加必要的作用

点或支座处的甲
‘及��的方程作为附加方程才能求解

。
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” � � 长

岛

例�
�

试图�所示跨中有一集中质 量� 的

两端固定梁的自振频率 �不 考 虑�的 转 动 影

响 �
。

〔解〕 边界条件

�。 � � �� 。 � � �产 二 印产 � 。
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� � � � �
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…
�
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�
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、���
�
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夕

︸
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…
尹
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�
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��附加方程

所以频率方程是 ���� � ’ ���

告�
�
合 ���� 。 “ �� ��

号
� �

���� 。 “ ��至‘
餐 ���� 。 ’���专�

�

会

展开整理可得

��
’
就 一 ������ �� 。 ��� ������

’ �
晋�

�

誓
一 ���� ’ ‘

食一 �
���“ 誉��� �

�夕����

关各
。

二

札 今

例�
�
求图�所示具有弹性 支 座

�抗侧移刚度为� �的梁的自振 频率

方程
。

〔解〕边界条件�。 � � �
。 �

� ��� 二 ���二 �
，

一

则

图 卒
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�附加方程 厂

�

…�
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于是知频率方程为

��‘ �一 ��’ ‘
专 ���一 ���会�端

���一 ���专�
�
夸 ��� 一 ���

晋�
�

誓

展开并整理可得

���
����一 ����二 �一 ��标

��
��

留� �
����

专�
‘
号一 �

����号�
�

誉一 �
����号�

。
夸�

�� �

四
、

等截面拉杆和压杆的自由振动

在一般公式���中
，
扰力斌扰矩为 。 ， 改扰频�为自振频率。 ， 则 自由振动公式为

����

采用在 �三 �中介绍 的 办 法， 从 式

����可很容易地写出拉
、
压杆 的自振

频率方程

例�
�

试求图�所示两端 铰 支 杆

承受轴向力�时的频率方程
。

〔解 〕 边界条件 �。 ‘ 三 �户

二 ��
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甲���才

��
�

‘
人

卜

�、

�
�
�

，，，

�一��
工 土

� 厂 � � �
� �� 一一��

��
�
�

�一

一入
‘

工 日 �， �
‘
�，

‘ ’

击��人竺卫召
、

燮
� �

户产
产 �

，� 产
�

，， 加

厂
�

��
�

�

米

��
气�甲��厂�

�
��
��
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故频率方程为 事�

����年

二 �

展开整理

】 入一 ��
��

入
一 “ ��， �

��入���林入� � �
。

丫 ��入� � �，
所以须率方程为

��林入� 二 �
。

其中卜入� 侧
�

� 一 �
���

� ， ‘

� 一一 个 � ，

� �

五
、

无轴力等截面直杆的强迫振动
与 �三 �的推导过程一样

，
在轴力� � �时

，
公式���化为

�
二 � ��

二

��
。 � �����一 ���� ����

把杆轴不变方向
、

断面不改变和分析扰力����及分布扰矩丽���规律不改变的相邻分 段

合并
，
在该大段上一般地还作用有集中质量��

，
集中扰力幅值��

，
集中扰矩��， 弹性支座反

力幅值
一

����和反矩幅值
一

��甲�以及由集中质量运动产生的惯性力幅值�
��汀，和转动惯 矩 幅值

一
�“ �甲江 见图�所示 �

。

经推导可得如下公式

�
二 �� ��

二

��
。 � �����一 ����� 乙

入�

其中△�和 �� 分别为第 �个集中扰力或第

�
』� 〔�，

�
，
�

，
��〕�� ��� 〔�，

�，
��，�〕�。

用 ����式解题时
，
只需将有关扰力

、

�“ △‘�
�十

矛�“
·，�，�

专 ” “·，�，�
矛��‘，�

�
�‘ “ �

�个集中扰矩作用 点 到 杆 右 端 截 面 的 距 离
。

其余符号意义同前
。

扰矩的项放在式的一侧
，
把���� �

开
��

�，���

公孙��
�放在另一侧

，

用 �三 �中所述的办法勾列和画重点行
，
�，二
中余下的对应元素将组成 特

卜卜产 一

一
、 、 、 ，�‘ 二 护

�

一
� � 二二沈二司司

套套
�

锣入少舜人
尹奖久久

一一 � 一 � �

一 一 一 � � � ��
�

�

�
� � 厂 � 二〔〔

耐耐食“ 犷
‘

止』生二二
��� 仁丁

一一

二二二
尾尾尾

孙 今

图
征行列式 �△ �

。

根据用行列式求多元方程组的方法
，
要求某参数

，

应的系数来代 替 �△ �中 的 相 应列
， 结果会很容易地写出

。

�

只要在另一侧 找 出 对

在有集中质量或弹性支座时
，
需列在集中质量处或弹性支座处加列附加方程联立求解

。

例�
�

求图�所示一端固定
、

一端简支梁在动荷载������作用下的固端弯矩�
。
和剪力�

� 。

〔解 〕 边界条件 �。

一 印 。

一
�产� �产二 。 ，

据����式有

声…�
︺‘

����一
卜

�
�、 、

鱿

�
︺

��
·

�”
才

�

�

�

�
︸

��︸���
︶

����
厂�
��

��狡

一一

�
�

�
��

�
，�

火

�

介

�

���
�������

�

�
�
��火

�一�
�

��

甲���
‘

�
�

�少

��︸

�

�
���火

一



第�期 霍达
� 无限自由度直杆体系的横向振动

所 以频率行列式
�。 ��

�行
‘ �

艺
‘ �

� �飞�� 月 ��

。

去掉那些取零的项以后
，
前面的等式是二元

一次方程组
。
�

。
在前

，
�

。 �在后
，
所 以�

。 �对应第一列
，
�

。 �
对应第二列

。
从而有

…。 ，』 ���

�
一

�
一 ‘ 了

�
�� � �� �
�‘ ��玄 ��� � � ‘

�
。 ’ � �△ � 一厂’

� 厂
，

�一、 ‘ �
一

�
、 ‘ � 一“ …

� � �〕 � �

�几
�� 月�百 �

�
·帝 “ 一一万了〕一一

�

�带

各�
‘“ 夕亡

整理后得
� �

。 二

��晋�
�� 一 �����

号

�������� 一 �������

一

������

�����誉
一 �����号

�
。 二

—
一

������

������一 ������

例� � 求图�所示两端固定梁在 均 布 动荷

载�
�����作用下的固端弯矩�

。
和剪力�

。 。

留 �
〔解 〕 � 边界条件�

。

一 甲 。 � 二 �产 � 甲产

�， 由����式
�

�����

与例�一样
，
可知

其中频率行列式 �△ �

�
。 �

�

�黔
“

�人���

一

�含
�� 一 ’

�
��

�
一

�二匕丛二一一竺型‘ 上一 ��

�△ �
���

���

�
。 �

一

�若
��

袅
��一 �
�

� � 扫�� �目产�� �

�△ �
��

整理后得 � 。 � �

�
。 �

卫
�

�

������� 一 ��一 �代��

���， 一 ������

。 �����

一

是
������ 一 ��一���� 一 ��

���� 一 ������
� 。 �����

六
、

连续弹性支承杆的横向振动
当一杆件承受弹件支承时

，
如果弹性支承为均布的刚度�

，
则容易这样考虑弹性支承的作

用 �
使惯性力一项减小

���
。

这样就可以想到
，
在方程�幻及本文前述的各相应公式中

，
只 要

对自由振动令�
�‘ 二 爪

。 忿 一 �

��
来代替�

‘ � � �

��

� 对强迫振动令�
�‘ 一

�

烈牛卫 来 代 替

乙�

�毛二
� ��

下了
’ 就可以得到连续弹性支承杆横向振动的初参数法公式

。

当然其解法也完全一样
。
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布�

、�������
、

��甲��
�厂
�

�
�
�

�
�

���
��‘���
护�

�甲����

…
�仁

例�
�
求图�所示自由放里在弹性基 础 上

梁的自振频率
。

〔解 〕 边界条件�
。 � � �

。 � 二 ���

二 �
�� 二 �

则
�

图 �

� 工 工
、

� ‘ ，
�、 矛

�， ，尸，‘ �

��
匕 七 �

�

��

�
� � ” � �
乙只

一

卫
一

人
办

旦
�

�
�� � � � 尸

�网与一、
入产

、 ‘ �
�

、 �尸 ，

厂
�

卜
� 王�

式中 �、 �� � 一 �

一厄丁
�

丰
�

、 上
一

以

频率方程 �
“ � ，�一 �� ，��� �� 之 。

工 求解此方程得�
、
�

·
�时， 。 。 �

一 �厄
一 �

一

琶丁 �一己一

侧 厕 侧
�

京
二侧 不

��、
卜�����时

，

图 了。

� 万万
一
二万万

�

厄一万丽
�

“ ��侧“ ‘ ·
�“ 十

认
’
誉等等

�

例�
�

求图��所示一端固定一 端 自由 的

弹性地基上的梁在梁跨中扰力�
、��叙作 用 下的

固端弯矩�
。 。

〔解〕 边界条件�。 ， � � 。

一 �产 � �
�， 二 。

����
�‘����、������、

�︸�

、

��

一一拭
···

一
· ﹂十

…
�

、 ���
�

�����一
�

�
护

����
�

�

��
�
�
����
����
��
�

�落���
����������工�土��厂厂

� � � �

�︸�� �

� �

�

�

一一

�

﹃叫叫叹‘���
几

���
�

���
���

因

�
。 辛

����� 、

誓
� �、 �

专�
二 、 。

�谁

� ，� �� 一 �� ���� 一�

��� 一 �
盆 � 二 一 � �夭 福

匕�

有中则其

所以 �
。 ·

导
�� ���� �食一 �

���� ，

��� 一� 一 �� 一��� 一�
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