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平面内直线位置的规律性

孙伯普

�机械系 �

提 要

本文从方位定量和走向定性的角度完善了描述空间直线和平面的方法 � 在着重

总结了平面非迹表达法投影特点的墓础上
，
利用图示

、
图解

、
解析等手段

，
通过对

平面的微观分析
，
找出了平面内直线的空间位置所遵循的规律

，
为在新的墓础上认

识平面
、

平面与直线的关系提供理论依据
。

一
、

直线
、

平面的给定

唯一确定直线
、

平面的空间位置
，
需要用方位定量

，
走向定性

。

�
�

方位
�

指它们相对投影系的方向和位置
。

方向常用直线
、

平面对投影系的 倾 角��
、

日， �面
、

日面�表示 � 位置常用一个定点 �平面也可用两个定点 �限定
。

给定方位
，
可 以 确

定有限个 �最多四个 �具体平面和直线
。

�
�

走向
�

指它们相对投影系的行走方向
，
在空间共有四个走向�规定见三�

。

给定走向
，

只可以确定具有某些共同特
�

点的直线
、

平面群
。

本文着重讨论定性的走向问题
。

由于面内线涉及到平面及直线两个几何元素
，
需要对它们的表达方法及特点作一分析

。

二
、

平面的表达体系及特点

表示平面存在的方法很多
，
基木上分为两个体系

，
即迹线法和非迹线法

。
各 自有 其 特

点
。

从��年代起
，
我国自迹线体系转为非迹体系

， 由于后者的投影图缺乏直观性
，
对画法几

何体系带来不小影响
。

现举常见的三种表示法
， 分析如下

�

�
。

迹线法
�

图��甲 �

如果只计第一卦角
，
则迹线表示法可看作是整个平面在投影面上的投影

，
迹 线 为 其 边

界
。
平面的空间位置不同

，
迹线的配置情况也不相同

，
但有投影特点

，
有直观性‘ 很容易用

投影图实现平面予定的走向
。

详见表�
。

以各迹线与对应投影轴夹角的对比关系
， 还可定性地判断平面与各投影面间夹角的对比

关系
，
如图��甲 �中��与

。 �轴夹角�正大于��与 。 �轴夹角日水 ， 因为在�
、
�

、
�所形成的

三面角中
， �� 与

� � ， �� 与 。 �及�
〕 � 与�� 构成三个平面角

，
由三面角中大平面角对大 两面

角的几何关系可判定
� �与�间之夹角�面大于�与�间之夹角日面

。

至于各夹角本身的大小
，

本文����年��月��日收到
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‘乙�

图� 平面的表示法

需要图解才可定量
。

原来画法几何体系主要使用迹线表示平面
。

�
�

非迹线一一几何元素法
�
图��乙 �

主要表示平面上悬浮于投影体系中的三个点
，
以显示平面的存在

。

以悬空点表示平面走向
，
直观性差

，
不易由投影直观判定平面与投影系的相对位置关系

。

若将表示平面的三角形看作是有向的
，
则平面的走向不同

，
各投影间或同向

、
或异向对

应
，
且与平面的空间走向有固定的对应关系

，
详见表�

、
�

。

平面没有厚度
，
但有正

、
反侧

。

表示平面同侧的两投影
，
具有相同的可见性， 表示平面

异侧的两投影
，
具有相反的可见性

。

具有同向对应的两投影
，
表示 了平面的同侧

，
因而具有相同的可见性

， 称此两投影有三

同性
，
如图�� 乙�中的△�’ �， �’ 和△ ���， 反之

，
异向对应 ，

表示 了平面的不同侧
，
具 有 相

反可见性的两投影间有三异性
，
如△�’ �， �‘

与△��， �“ �“
�涂点示反侧 �

。

�
。

亲似对应法
�

图��丙 �

平面的�
、
�影间是亲似的

，
可用亲似轴��’ �平面与偶分角面交线之投影 �及一对 对

应点 ��的两投影 �表示它的存在
。

因轴是平面上的一条特殊直线 ��
、
�影重合 �，

故 它

也属非迹表示法范踌
。

平面走向不同
，
其亲似轴的位置

、

对应点与轴的配置关系也不相同
，
且有一定的对应关

系， 详见表�
。
它也具有较强的直观显示走向的能力

。

由对应点与亲似轴间距离的对比关系
，
可直观定性地判断出平面与各投影面 ��

、
� �

间夹角的对比关系
，
如图��丁�中

，
将亲似轴与对应点改造为一对对应△�， �， 。 � ， △ 。 ��，

因�’ �， ，��，
故由各三角形对�， �‘

笼��的高可判定何者面积大
。
而

，
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，�’ 面积△ ��� 二 △���· ����面 二 高
·

��

△�，�‘ �， � △���· ���
�面 � 高

‘ ·
��

����面
���
日面
一

备
‘ 对比关系 ’

是为距离对比与平面倾角余弦对比的关系
。

三
、

平面走向的分类

平面相对投影系的走向规定如下
�

�
。

观察者站立于�面上 ，

�
�

观察者面对�
、

�面
�

当平面的走向是远离观察者逐渐上升时
，
称平面相对�

、

�为上行位，

反之
，
当平面的走向是远离观察者逐渐下降时

，
称平面相对�

、

�为下行位
。

�
�

将相对�面为上行位的平面定名为上行面 � 相对�面为下行位的平面定名为下行 面
。

�
�

若相对�面的走向与相对�面的走向一致时
，
叫做完全型 � 不一致时

， 叫做不完全型

平面空间走向的分类
�

�
�

同时相对于�
、

�为上行位者
，
叫完全型上行面

，
如图�中的�

。�

�
�

同时相对于�
、

�为下行位者
，
叫完全型下行面

，
如图�中的�

二 ，

�
�

相对于�为上行位
，
而相对于�为下行位者

，
叫不完全型上行面

，
如图�中的����

么
。

相对于�为下行位而相对于�为上行位者
，
叫不完全型下行面

，
如图�中的���

。

完全型
�

一工完全型
上 行面

�完全型
行面

型
、

下完全

图� 平面的走向分类

这样， 空间平面相对投影系可能有四个不同的走向类型
。

如前所述
，
走向是个宏观定性

的概念
，
它无法确定平面的具休方位

，
因为每个走向均包含有无限多个有具体方位参数的平

面
。
同样

，
具有同一方位参数的平面又可能有四个不同的走向

，
所以根据方位参数值也无法

唯一角定平面的空间位置
。

而两者结合起来
，
便可完善空间位置的描述

。

直线问题和平面完全雷同
，
只是它比较单纯

。

其各走向的投影图见图�自明
。

各类走向平面的投影特点见表�
，
由表中可以概括出

�

�
�

�
、
�具有三同性是上行面钓特点

、

具有三异性是下行面的特点，

�
�

�
、

�具有三同性是完全型的投影特点
、

而具有三异性是不完全型的投影特点
。

这特些点是非迹表示法所提供的内在直观投影特点
。

根据这些特点便可确定走向
， 但必
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表 � 一般位里平面走向 的分类及裹达方法

走走向向 表 姑
�

方 法 反 图 例例
加加加哩式式挤 线 法法 几几 可 图 形法法 亲 似 法法

一一一一一一一一

洲洲洲洲洲洲洲洲

���������������

上上上完完
义

厂厂决决
���

冬冬一一
行行行全

···· ，

汽汽汽汽型型型型型型
‘
介一

。。。。

认认认认协协
丫丫 。

汽
。。。。

丫丫丫丫丫丫丫丫丫

不不不不
苏

�
���

乙乙

于于
�

井井完完完完完
办办 乞乞乞

全全全全全全全全全全全全全全全全全全
�����创创创创

广广
、、、、

丫丫丫丫丫丫丫丫

���������������

下下下完完冲冲
一

之

�
，， ，

头—— 砂砂

戈戈
久，，

行行行全全全
� �

‘ ”” �

反 �������������������型型型型型型 ��么
���

灯灯灯灯
及及及及谁��� 叭叭

争
����� 关 入��� ���

�������曰曰 丫丫 挑挑挑挑

入
，，

不不不不
、

丫丫
���

娜�罗罗罗罗罗罗罗罗分分
完完完完完

�����

扩扩扩
全全全全全全全

乙’’’

型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型型了了了了
几几 戈戈

，

穿穿穿穿丫丫丫丫丫丫丫丫丫

须同时用三投影
。

用两

投影也可定走向
， 方法

这里不讨论
。 �����

� ’’

����

图� 直线的走向分类
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衰 � 各走向平面 的投形特点

肠肠肠分类类 投 影 图图 特 点 分 析析 备 注注

行行向向型式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式
�����������������������������������������

�

迹线法
�
在第一卦角内有三条迹 线

，，
行行 行行上上上 白白

叮成成久久
��

、
�� 同在过��所作铅垂线之右侧 ��� 向向 向向

行行行兀兀 份公廿廿脸象象
�

�

几何图形法
� �

、
�

、

�具有三同性��� 相以以 相相

本本本本本
卜 ��� �亲似法

�
对应点同在轴之右侧

。。
同侧侧 反反

工工工工工工工工工工工工工工工工工 �
�

迹线法
�

在第一卦角内有两条迹线
，， 的平平 的的

型型型型
��

愧愧
气气 ��

、
��同在过��所作铅垂线之左侧 ��� 完面面

之兰
声声

一一一一一

氏氏 �
�

几何图形法
� �

、
�具有三同性

， �
、、
全为为

夕石石

�������������������������������������
， �

、

�具有三异性，， 型对对 全全

不不不不

概
。。 ‘

诊诊
�

�

亲似法
�
对应点同在轴之左侧

。。
与称称 型型

完完完完完完完完完完完完完完完完完完 不不 与与

全全全全

泌泌泌泌泌泌泌泌泌泌泌泌泌泌泌泌泌泌泌泌泌泌泌泌泌
丈泛���

不不
型型型型型型 �

�

迹线法
�
第一卦角 内有 三 条 迹 线

，， 夕已已 之七
口口

�����������、 、
��在过�

�
所作铅垂线之两侧

，
�、
在左

，
����全全 夕乙乙

在在在在在在右��� 型型 � 全全
�����������

�

几何图形法
�
�

、
� ，

�
、
�具三异性

，，平平 � 型型
�����������

、

�具三同性，， 面面 平平

�����������������������������������������
�

亲似法
�

对应点分居轴之两侧
。。。。。。

面面

下下下完完

护
··

交交交
亲夹夹 以以

矛矛了了全全全
� ����� 以锐锐 正正

型型型型型型型型型型型型型型型型型型 �轴角角 平平
’’’’

守守
�氏氏氏 …复。。 、 面面

������� 一一

几几几 �正正 廷 为为
���������������������������������������������������������������������������������方方 奋 对对

不不不不 凡

令令彝彝
�

�

迹线法
�
第 一卦角 内 有两 条 迹 线

，，
�向向 � 称称

完完完完完完
��

、
��在过�

�
所作铅垂线之两侧

， ��在右
，，，，，， ���全全全全全全全全全全全全全全全全全

��在左��� 亲向向向

型型型型
‘

弋卿
‘‘‘ �

�

几何图形法
� �

、
�

，
�

、

�具三异性
，，
似夹夹夹

�����������
、

�具三同性��� 轴钝钝钝
�����������

�

亲似法
�

对应点分居轴之两侧
。。

与角角角
��������������廿�����

正正正正正正正正正
方方方方方方方方方

四个走向之间的关系
�

�
。

行向相同的完全型与不完全型以侧平面为对称
。

�
。

行向相反的完全型与不完全型 以正平面为对称
。

�
�

行向相反
、
型式相同的平面以水平面为对称

。

四
、

平面内直线的走向规律

通常， 我们总是宏观地认为
，
在一般位置平面上可以取出除投射线以外的方向各异的无

有多条直线
。

在对平面作微观分析后发现
，
这些直线的空间位置 �方位和走向 �不是杂乱无

章的
、
任意的

，
而是有着与平面空间位置相依存的制约条件和规律

。

现先就走向问题分析如

下� �
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设给定一个完全型上行面
，
见图�中的△���，

通过其上某点�
，
分别作出面内侧平线

、

水平线和正平线
。

则三线中相邻的两线把平面划分为三个区间
，
规定

�

�
，勿网匕�� 声

��夔丫
一

二

上
�

图 � 平面的分区

侧
、

水平线间为第 �区
，
图�中的① ‘ ① ，

水
、
正平线间为第 �区， 图�中的② ‘ ② ，

正
、

侧平线间为第 �区 ，
图�中的③产③ 。

处在同一个区间的面内线走向不变
。

如 �区内因上
，

行面内侧平线为上行
， 而水平线为中性线

， 它远离观察者

不升不降
。

过� 在第 �区内作由水平逐渐过渡到侧平位置

的一系列面内线
，
则它们的走向必处于介乎中性的水平线

和无型上行位的侧平线之间的状态
。

由图�可看出
，
都 是

不完全型上行线
， 称此区为面内不完全型上行线区 ，��边

就在此内区
。

同理， 第 �区为不完全型下行线 区 ， ��边 在 此 区

内 ， 第 �区为完全型上行线区
， ��边的走向属此区

。

三个区概括了对应于该走向平面内所可能画出的全部

直线的走向
。

可以看出
， 在图�所示的平面上不可能作 出

完全型下行线 ，反之
，
通过完全型下行线也不可能作出 完

全型上行面或与之平行的平面
。

对于另外三个走向类型的平面
， 也可用同一方法划分其面内线的三个走向区

，
详见表�

。

�见下页 �

表 �不仅列出了各类平面内直线走向的规律
，
还将与面内线走向有关的问题作了规律性

的引伸
， 说明如下

�

�
�

关于平面对各投影面最大斜度线的走向规律
�
根据定义可以推断出表 �中所总结的结

论
，
如

�
由平面对�面之最大斜度线应垂直于面内正平线

，
它必然落在第 �区 内等等

，
见图

���
。

�
�

关于两平面交线的走向规律
�
根据面面交线的公有性可知

， 交线只能存在于两面所公

有的走向区
。

如
�

两不同型上行面相交
，
它们所公有的走向区是完全型上行线区和不完全型

上行线区
，
所以交线必然是上行线 �完全型或不完全型 �等

。

�
�

关于线平行于平面的走向规律
�

按几何条件
，
面内应能找出平行于 巳 知 直 线 的线

，

故已知直线的走向必和面内存在的走向一致
。

�
�

关于平面法线 �线面垂直 �的走向规律
�
由于平面与其法线的对应倾角互余，

故它们

的走向间具有
“
反向同型

” 的关系
，
如完全型上行面的法线走向为完全型卞行线

。

从表 �可

以看出
，
法线走向的规律是它和平面内不存在的直线走向相一致

。

�
�

关于亲似轴的走向规律
�
亲似轴系平面与偶分角面交线的重合的两投影

，
由于在偶分

角面内不存在下行线
，
故亲似轴必为上行线

。

对于上行面的亲似轴走向可以是任 ‘ 型式的上
行线

，
而对于下行面

，
则有固定的对应关系

， 如完全型下行面的亲似轴只能是不完全型上行

线
， �因为在完全型下行面内只存在不完全型上行线

。
�也即我们在表 �中所说的

“
轴与 。 �
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二

一�
推

一

一
一

�一�
尸

一
��

一之正方向夹锐角
” ，

这就是不完全上行线的投影特点
。

衰 � 平面内直线的走向规律

类类分分分完恻封雨���不完全型州训训刁刁倪金型祈面���
一

完全型下折面
一一

投投投

黝黝
�斌

’

���咧咧
澎澎

铃
，，

影影影
‘ 吞尸一 �解��� 认

氰燕�
，

�������������
图图图

� �����

丫丫丫丫丫丫丫丫丫丫丫丫丫丫丫丫丫丫丫丫丫 区区区区区区区区区区区区区区区区区区区区区区区区区区区区区区区区区区区区区区区区区区 �⑧⑧
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五
、

平面内直线方位的变化规律

在上一节
，
我们定性地找到了平面内所可能作出的直线的走向变化规律

。

现 在
，
应 用 定

量的方法
，
探讨一下这些直线方位变化的规律性

，
以完成对面内直线的全面认识

。

直线的方向以其对�
、
�面之倾角� 、

日表示
，
关于直线方位的变化

， 主 要 体现 在 单个�

日及其间关系的变化规律
。

平面内直线的烦角� 、

日有以下特点
�

�
�
� 、

日有极限值
�
以平面对相应投影面的最大斜度线的�或日为最大

。

设 为 � 二 。 ，
�
��二

则

有�二一二 � �面，
日
口 。 二 二 日面

。

因为��
“
��面 � 日面����

。 ，
所以��

。
�� 。 一二 � 日

二一二

� ���。 ，
平 面内

不存在同时具有。 �
二

和日
。 �二
的直线

。

�
�� 十�有极限值

�
以面内侧平 线 的 倾 角 和为最 大， �

’ � ���
二�二 � ��

。 ，
一般 情 况下

� � 日���
。 。

�
��可能等于日

�

面内平行于奇
、

�
�
�或日可能 为零

�
面 内 水 平

线之� 二 伪 面内正平线之 日� �
。

详细情况参 看图 � 及 表 �
。

为了分析面内线的� 及 日的 变

化规律
， 用面内单位圆半径 投影的

变化间接加 以说明
。

图 �中表 示 了

�面上单位圆�的两投影
� �投 影

椭圆�
产

和�投影椭圆�
。

为了 直观

显示� 、

日角的变化规律
，

将 圆半径从

��开始
，
沿园从 �， �区的方 向旋

转半周
，
记录其某些位置上的 投影

长�即椭圆半径�
，
然后转换为其倾角

� 、

日
，
在直角坐标系上画成曲 线 图

，

如 图�
。

图 中 �甲� 为 � 面�日面情

况
， �乙 �为� 面�日面情 况

。

由 于

关系较复杂
， 图中曲线只表示 变 化

趋势
，
不是严格的定量关系

。

偶分角面的直线之� 二 日
。

凡

刀只叹

水‘�
舀曰�，

“ �萝了

弓
、 ‘ 、 、 、

毖二

按上述方法所描绘的曲线
，
适用于任何走向的平面

。

为了便于对照图�及图�
，
将各特殊点倾角情况列表如下

�

�见 下 页 表 ��

关于图 �的讨论
�

图 �甲 �系�面�日面时面内线的� 、

日及� � 日的变化情况 多

、 、
尸

单位圆的投影

图 �乙 �则系�面��面时的 情

况
。
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’

�
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。
一 。·

�纂军霆
贝”

�

�
、
黔篙霆犷

面
，

… … …抹数���
·

…��
�

面内正平线 …一
� �正

…���
� 。

�票黔

且井几早
…一

‘ 日
。 �� ” ” 。

…���石戮�
��。

�曲线 �图中用虚线表示 �与日曲线 �图中用实线表示 �的交点表示 � 二 日
�

如图 �中的�

及�点
。
其中�点在 �甲 �中处在 �区内

， 在 �乙 �中处在 �区内
。

对照图 �可以看出
， � �

�

汉一叭
。
户� 民

久、
�，毗

，� 以寺户

于

尹 �州、
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�
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半径为面内平行于偶分角面 的直线
，
即它的走向与亲似轴一致

、

由于�平面为完全型上行 面
，

经查表 �可知
，
其对应亲似轴可能在 �或 �区内

。

这一结论与图 �是对应的
。

亲似轴的走向

处在何区
，
取决于平面对投影面�

、
�之夹角的对比关系

。

面内线各单个倾角� 、

日的变化规律 巳如前述
。

两倾角之间除遵守� �日三��
。

关系以 外
，

因它同时属于平面
，
故又受制于平面的方位

。

下面讨论两倾角及它们与平面方 位 之 间 的关

系
。

由于在投影图中不便于直接表示 � 、

日的真角
，
为了讨论问题方便

，
用它们相关 的 投影

表示
，
如�的�投影用� �表示

，
日的�投影用日

�
表示

。

真角与其投影间有如下的关系
�

����
· ���日

�，

��日
�、 一 �����

���仪 � �

���日
� �

����

���日
、 ��日
����

了��，声�、口�，‘、

或
� 一一一一尸���

几�‘杏
�

护

�
，之

�

故可以分析投影角��与队之间关系
，
因它等价于 �与日之间的函数关系

。

在图 �中， 设

面内水平线��与�面之 夹角

为日水，

面内正平线��与�面之 夹 角

为�正�

面内某直线��之投 影 角� �、

日。
。

则
�

①在�投影的△� ‘ �，�‘
中

， �，

二产
为高
�，� ，���� 二 一 �

��
� ���正 �

即

� 二鳖竺‘ 二

���正

②同理可证 �

��日� ��

��日水 一 ��

⑧由 ���式
�

��日
� 一 ��日水
��日水 一

���
�

�，
�

， �� 夕

���

� �一 ��

丫 ��� �
，
� ，

��
�� ，

���� �，饥，

，

恤鱼二玺旦土
�

��日水 一

� ‘

遨些
一

���正

、、 、 沐、、

今长
、

���
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整理得 ���正
·
��日

，，� ��日水
·
��� � � ���正

·
��日水 �。 �

由于平面的�正
、

日水为巳知
， �。 �式成为��

、

日
��
即� 、

日间的函数关系
，
当给定其中之一

，

则另一个可由 �
。 �式求出

。

这个结论与图解作图方法完全一致
， 巳知面内线的一个倾 角

，

则面内线可作
。

关于���式的讨论
�

�
�
�正

、

日水即迹线与投影轴之夹角 〔见图��甲�〕
，
它们与�面

、

日面间存在对应关系
，

�
���正 � ���面

· ���日水

��日水 � ��日面
· ����正

故 �� �式也表示 了面内线两倾角与平面本身倾角之间的关系
。

�
�

当�� � �， 代入 �。 �式可得日
� 二 日水

，
这就是面内水平线的投影特点

。

同 理
，
可 印 证

面 内正平线
。

�
�

当日
� 二 ��� 一 日水

， 代入 �� �式可得
�

��� 正
· ���日水 � ��日水

·
���� � ��� 正

·
��日水

整理得 ���， 二 ��。 正 ��一
，

三、 �

‘ � 尸 �」、

这就是面对�之最大斜度线的特点
。

可以看出
，
对于面内最大斜度线

，
不需要给定倾 角

参数
，
便可作出它的方向

�

�
。

当�� � 日
�，
即� � 日

，
则有

��� 、 �日
� ��

���正
�

��日水
����� � ��水

����，
��

� ��
�

���正

�

��日水
� ����正 � ���日水

这就是面内等倾角 �平行于奇
、

偶分角面 �直线的特点
，
同样它也不用给定倾角参数

，

便可作出方向来
。

上述结论适于任意走向的平面
。

六
、

结束语
平面在画法几何学科中占有十分重要的地位

，
关于平面的图示

、

图解问题又与其上的直

线密切相关
。
因此

，
解决它们之间的内在规律就显得十分必要

。

这样可以为深入认识平面
、

平面与直线间关系提供理论根据
。

关于平面内直线空间位置的规律
，
有相当的实用价值

。

例如
，
在非迹表达体系中

，
平面

空间走向一般较难予先控制
， 而应用面内线的位置规律

，
可以顺利地解决这个问题

。

对于平面的认识仍有待于深化
。

其它有关问题
，
容后讨论

。
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