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也谈电磁感应定律的数学表述与电

磁感应中的
“
佯谬

”

黄忠民
�物理教研室 �

提 要

本文通过电磁感应中一个典型而具有普遍性的例子
，
从实际的物理过程论证法

拉第电磁感应定律的两个数学表达式

� 「�言 广
� � � � � �
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贫
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补
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完全等价
。

并着重指出在法拉第电磁感应定律中提到
“
导体回路

” ，
应该是指线型

回路
，
如果回路上出现大块导体

，
分析问题时

，
一定要选定 �线型 �回路

。
而在考

虑磁通量发生变化时
， 回路的变化 �如果有变化的话 �必须是连续的

。

根据这 一见

解
，
对

“
例外

”
论者 �认为

“
通量法则 ”

存在例外， 或认为电磁感应 中存 在
“
佯

谬
” �所列举的作为论据的两个有代表性的例子进行分析

，
从而得 出

‘
通量法则，

并不存在什 么
“
例外 ” 或

“
详谬

” 的结论
。

�一�
‘

通常把法拉第电磁感应定律用于研究具体问题时
，
可引申出下面几种不同表达式

�
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蕊
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� 一
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� � �众 户
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式��� 是导 体回路处在恒稳磁场 中并与磁场有相对运动时产生的 动 生 电 动 势， 式 ���是导

体回路固定
，
处在时变磁场中所产生的感生电动势， 式 ���是式 ���和 ���的综 合

，
显

然它是电磁感应定律的普遍数学表达式
。

式��� 是����年由纽曼导出�常称为
“
通量法则

”
�

。

但本世纪五十年代以来
， �

·
�

·

���
�� ��和�

·

�
·

��
��

�等物理学家认为式 ���不是电

磁感应 定律的普遍表达式
，
不能用它来解释某些

“
特例

” ，
并把这些特例称为

�
通量法则 ”

的 例外
，
有些人称为电磁感应 中的

“
佯谬 ” 。

最近国内一些刊物对此发表了支持 “ 〕 或反 对
〔�〕〔幻的意见 ，

文章 〔幻并对式 ���与式 ���是否等价进行讨论
。

关于理论上利用数学中对流导数的符号
� �

��一 彝
� ��

·

令，，

可以从式 “ ’ 导出式
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���，
在文章以〕及有关资料已有叙述，

在此不作重复
。

本文将从一个典型而具有普遍性的例子
，
导出感应电动势的另一表式达

，
见式�

，

并分别结

合实际物理过程论证式 ���与式 ���
、

式 ���等价
，
从而得出式 ���与式 ���不但 从

理论推导上
，
而且在本文所举实际物理过程中也是完全等价的

。

取直角坐标系
。 �
担

， 设空 间 有匀强磁场�
，
在某时刻�二 ��

。

有一
‘
井

”
形 导线框 架

，

每一根导线皆可在与其垂直的两平行边上滑动， 同时整个框架还可绕某一轴转动
。

为简单起

见
，
设其中一根导线固定并与

��轴重合
，
另 一 根

通过原点。 处在��平面内
，
另外两根分别与上 述 两

根平行
。

某时刻�构成回路 。 ��。 。 ， ��及��可 在框

架上作平行滑动
，
速度分别为辛

�，
和斌

� �整个框

架绕
。 �轴以角速度 。 转动

，
如图�所示

。

再假设磁

场�随时间变化
。

求在�时刻回路
。 ��� 。 中 的 感 应

电动势
。

选回路�的绕向沿
。 令 ���令 。 � 。

为回 路 的 正

方向
，
回路平面法线言与哀的夹角为�

，
因 此

， ‘ 时

刻通过回路�所包围面积�的磁通量为

中 �

奋 扩
� ������

根据法拉第电磁感应定律，轰回路中的感应电动势为

。 � 一

妙
二 一 �。 。 �。

担
一 ����。 “

冬� ��
��� 。，

�� 一 廿� “ 刁� ” ��
���

‘
一 �� 。 � �� ��� 一

、

一
、 ，

� �

二
�

�
� � � �

� � � � � � �

�
�

�
式中只要 升

’ 、

韶
，
厂三者之一不为零

，
则 “ 子 。 � 若三者皆为零

， 。
一定恒等 于 零 ， 若 三 者

皆不为零
， ￡
一定是�的函数

。

其中既包括感生电动势 �第一项 �
，
也包括 动 生 电 动 势 《第二

项平动
，
第三项转动 �，

从这种意义上
，
式 ���可作为判断某一导体回路是否 有 感 应 电 动

势存在的依据
，
因而可看作是法拉第电磁感应定律引申出来的具有普遍性 的数学 表 达 式之

�二�

现在从实际物理过程来看式 ���与式 ���
、
式 ���的关系

。

先看式 ��� 与 式 ���

各自第一项
�

。 � 。 � �� � �
，

一 。 �� �。
丽

二 一 “ “ ��
一

订 ��
�� �

刁�

� ��
乱 ��一����

月����「� ��
� 一 � � 下 �� �日�� � 一

� �� ��

恰好完全相等
。
��为宜

�日卜 �知

与
�夹角

�

当��� 个
，
担与 �同向

，
�多与��的 夹角也为。 ，当���今

。 � ��
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‘
佯译

’

哆
�

与 �反向
，
少与��的夹角为 ��土 二 �

·
�

�� 刁�

��

为了将式 ���的第二
、

三项与式 ���的第二项相比较， 分别考虑图�中
�

��，若一翼
� 。 ，

斌
， 二 。 ， 节

�， ， 。 ，
则 ���‘�。

翼
� 。 ，

而 一 �一。
货

二 一 �一。玩�
�‘ � 一

丁丁
�‘��

�’

一。 ‘，几

式中��二 �
�‘�‘� 。

由 图�
，

五
二

夙
，

�
，， 二

芬
，二 阳�匕 一�， �月卜

�� � ，�‘ �，
其 中�

�二， 二 �
�‘ ����

，

�
，�‘ � 一 � �尹����， 又��

� � ����
，
则 �� �， � � �

·
��

��肠 一每
，‘ 与

二 〔 �� �二，�� � ��，��� �� 〕
·

���
�

���� 一 �
，‘ ������

�，
此式两边沿��积分

， 得

�
。
斤

�， · “ �
·

扇
� � 一

��
、���，。 。 ���，� � 一 �一 “

欢
夕 � 、

一 。 �
�

亡
， �

泞
， �

� “ 叱 尸
， ， ，

‘ 乙 ，右矶 � �， ” “ “ �， ” ， ‘

沪 �，
亚 热叭 二 ” � � “ ，

而蕊 ��

上
。
�，� ，

茹
� 户‘ �山卜 �知

�目‘

二 ���� ���二 一 ��������� ��������
，
����沿�的绕向取向�又�

�‘ “ �
�户

�
，

与 ���相 仿
，
可得

���若
莽

�， 奋

因此有 一
����嵘

， � ��
·
��� � 一 �����竺

“ 刁�

�子�
，

�

上
�

节
�， ， �，

峻
�

初
�， �

耐
�‘ ，

��
，产 �

� ��

� �
·
��，�

·
�卜� … 十

���

��
�

� ��
·
��

�

� ��
·

���

��“�
�尸

�
�

即 一 ����嵘
�

手
� ��

， �

‘ �‘ �

司‘

� �
·
�� ��一��

式中�，为回路�上线元��相对于磁场 的运动速度
。

在图�中
， 。 。 边 上，

‘

��� 二 。 ， 。 � 边 上
，

�，
所以式 ��一��成立

。

可以证明
，
即使�

� ‘ 笋�， 辛 沪 �， �在框架平面内 运 动 �

式 ��一��仍然成立
。

���若�
，声 �

。 ，

试
了二 。 ，

蓦�
， 。 ， 即言

�

���犷
， �， 则

翡
一 �， 回路、 一 边 外

，

各边上每一线元��都具有速度�
“ 二 决

心〕 �
� ，

由于 。 土 � ，
故速率�

“ 二 �。 ，
其中

� � �
��为 线

元��与转轴的距离
。
设�时刻处于图�的位置

，
则有

，‘ 匕 �
�

知 �、 ��‘ ��‘

�
，， 二 �� “ �� ������ 一 �������一 �������

考虑 ��段
，
每一 线 元 的速率皆为�

‘ “ 二 �。 二 ��� ，
则有��

�脚 火 ���

两边沿 ��积分
，

��� 二 �����������，
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丁
，、 �节

�·

几 �
·

蔽
� 二

�
�

乒
。 �‘· “�‘ ，�

二 �药
·

反
���。 。 二 ������己�

甘 �

式中�� ��
·
��为回路�所包围的面积

。

对��段和��段
，
其上线元���和��

‘
分别有速度�

�‘
和�

‘ “ ，
但 计 算可 知

， ���‘ � �

” �， ��
‘ 护 � � �

·
��� � �，

工
。
�
补痛

�
·

前 �
。 。 �

丁
�。 �斌

· �

毛，

�
� “ 汉 ��

·

��
‘ � �

葫故

而对��段
，
因为�

�“ � 。 ，
故

·
��� 二 �

。

这样
‘ ，，

�，
‘ 、 � 、 一 � 。 �� ‘ �

一
�

二
，

� �一�
，， �

‘ � ，

二 �
、 ，

兰 四殆 以用还反� 二 石筑
��珊转动盯

， 四殆甲广王甩切分即刀
口 �

��
��

��� 与
一

�� ���六
�·

几�
·

蔽
一

几介
，·

痛�
·

�式
� … �

几
�

六
�·

痛�
·

蔽

即 ���� 。 契
·

币
� �奋

· 汉

毛�
�

蔽
� � �

式 ��一��对于绕其他任意轴转动仍成立
。

��一��

���若图 �中
， � �广 、

���

及 。 皆不为零
，
则回路中的总动生电动势就是式 ��一��和式

��一��代数和
。

一 ��。 �。 ��� ����� 。��二币 〔子
、
毛�

�

演
十

币介
。 �

毛�
�

蔽
� �� � 刁� � � � �

即 一 �� ��。
荞

� �
。 �

��
�����二

�

二
��
手 �节
� �

� � �
·

�� ��一��

式中� �访 � � “
为�上每一线 元��相对磁场的合速度

。

最后把式 ��一��与式 ��一��相加
，
得

。 � 。 �
口 ���目 一

“ ��

‘ ��� �。沙 � ����。 。 日�二 一
��

“ ” ·

���伞 �� 只 ��
·

��
一 刁�

一 刁� � ���� � �

由此可见
，
式 ���与式 ���完全等价

。

再看式 ���与式 ���
。

由图�
，
只要把�时刻通过回路所包围面积的磁通量的表达式

。 �

�
�中 二

丁丁
�

有
·

蕊
二

丁�
��一。�� � ��一�

理解为�
、
�和�可能同时为�的函数

，
则

一

段
、

�丁
�‘

·

孟一����
���一。�二 一 �一 。

货
一 �一。

鬓
� ��·‘· 。

哭
显然

，
式 ���与式 ���是完全等价的

。

既然式 ���与式 ���等价
，
式 ���又与式 �吐�等价

，
因此， 式 �魂�与式 ���在普

遍的电磁感应的物理过程中应该是完全等价的
。

顺便指出
， 通常要判断某导体四路中感应电动势

�
是否为零

，
采用式 � ��颇 为方 便，
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��

对于匀强磁场 �包括时变磁场 �中的平面回路
，
用式 ���来计算

。 的数值也是可取的
。

需要着重指出的是
，
对于导体回路是否

“
线型 ” ，

也即回路上是否有
“
大块导体存在

” ，

常常引起所谓
“
通量法则 ”

例外或电磁感应中
“
佯谬

”
这类问题的出现

。

从
“
例外

”
论者所

举的作为
“
论据

” 的例子
，
就大都属于有大块导体存在的情况

。

因此被认为回路
“
非线 型

， 、

不确定
，
其所包围的面积也就无法确定

，
所 以不能用式 ���来准确地判定感应电动势 ￡是

否为零
， 或计算

￡的数值
。
对此

，
笔者是这样理解的

�

在电楼感应定律中提到
“
导体回路、

应该是指线型回路
。

难道在被认为唯一具有普遍适用的式 ���中
，
第 一项对�的面积分不

是在线型回路的情况下才具有确定的意义吗� 尤其是式 ���中第二项 的 线 积分回路 �不 是

指线型回路吗� 问题是当有大块导体出现在回路上
，
若要用式 ����实际上包括 式 ����

来判断�是否为零或计算
。 的大小

，
一定要选定回路

。

一经选定
，
该回路一 定是线 型 的

�

奢

不选定回路
， 而谈

“
穿过回路的磁通量 ” 、 ‘

“
沿回路�的线积分

” ，
那将是没有意义的

。

还需强调的是
，
若�时刻选 定回路�

，
而后回路发生变化

，
即从���， � �� ��

，
对应�今�，，

那么�
‘
不能再随意另行指定

， 而必须是�时刻所选定的�连续变化而来
。

这意味着要求 些
寻�

畏连续的
。

反映在式 ���中
， 若有 动生 电动 势 存 在

，
要 求 回 路 �上 至 少 有 一 段的

户
二

吹育
�

登子补灯
，
其中
缈价什箭脾

，
并且
题黝

。

实质 上 ‘” ‘’ 为连
人 ��

一

��
�

�� 一 �

�
’ ‘
�� 门 ， �� “

‘ ’

� 。
二

， ” � 、 二。 。 。 。

二， 二
‘ � 一 � 。

一

续变化就是要求磁通量中是时间�的连续可导函数
。

这个条件不仅 式 ���是 必要 的
，
对 式

���同样必要
。

综上所述
，
式 ���和式 ���都是电磁感应定律的普遍数学表达式

。

利用其中 之一 来

判断某一导体回路是否有感应电动势存在或计算其数值
，
应该是准确无误的

，
结 果 是 唯 一

的
，
不应该存在什么

“
例外

” 或
“
佯谬 ” ，

也无需给式 ���与式 ���的等价加上 什 么 条

件
，
或者说

，
式 ���需满足的必要条件

，
对式 ���同样是必要的

。

�三�

下面 对
“
例外

”
论者作为论据的其中两例题进行分析

。

夹子回路
�

一个均匀各向同性的铁磁金属做 成的园环
，
使它沿园形横截面的轴线永久磁

化
，
在 园环外部没有磁场

，
现将此环套在一个黄铜弹簧夹内

，
夹的两端固接在绝缘块上

，
并

与冲击电流计�联接
，
如图�所 示

。

向 右

拉 夹子或向左拉磁环
，
使两者完全脱开

。

由于磁体本身也是导体
，
因此在上述整个

过程 中包含�的 回路始终处于闭合状态
。

试问在此过程 中�是否显示偏转� 即回路 图

中感应电动势是否为零� �

一些文章�文章〔 ‘ 〕及其所提到的参考
文献�认为

�

按式���
，
当夹子从 磁体上滑过

黄铜类

时， 夹子回路中的磁通量由小
�

变为零
，

故回路中
“
应该

”
有电动势， 但按式 ‘“，，

贝‘因营尝
� 。 ，
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月回路的运动部分所在处没有磁场
， 因而� 又 �� �，

所以
。 二 �

。

由实验 测 知
，
回 路 中 的 �

指针无偏 转
，
即￡ 二 �，

欲式 ���失效
，
只有式 ���才是普遍正确的

。

为便于进行分析
，

把整个过程分为三段
� ①�。����， ，

环体套在夹子内至刚与夹 口按 触之

前， ②�，����
�，
环体从与夹 口接触

，
滑过至与夹子脱离之前 ， ③���� ，

环体与夹 口脱 离接

触之后 ， 两者不相套合
。

对于①和③ ，
不论用式 ���

、
���

、

�� �进行判断或计算
，

都将得到完全一致的结 论
�

回路中任一时刻
，
都是

。 二 �，
无需讨论

。

有待于弄清楚的就是②这段时间 。

本文认为
�

只 要

在这段时间内的任意时刻�选定一回路
，
就可由式 ���准确地判断回 路中的

。
是否为零

。

设图�为�时刻 ��
，
����� �的状态

，
选定回路�为������� �其中直线 段���可 选

���
、
���或任意曲线���来代替 �， 弦���把环 体 的 横 截 面 � 。

分 成 两 部 分
，
即

�
。 “ ��� ��

。

回路所包围的另一部分�������

的面积为�
。 。
�时刻通过回 路�所 包围 面 积 的 磁 通

量 为。 二

��
� � �

示乱
二

有污
�，
因 在�

�

内
，
处

一
‘ 甲 一

� ��� � � 。 一 � � 一 一 “
’

一 一
一 ’ ， � ’

一

处�� �
。

假定在时刻�， � �� ��
，
系统处于图�的 状 态

，

不论是夹子连同�一起向右拉还是磁体向 左 拉
，
对

应的�，应该是����
产
����

‘
�

，
故通 过�

‘
的 磁通

图�峥

量。 二

�工
�� � ��，

�‘ 与 一�卜 �、 �启卜

�
·

�� � �
· �� � 中 ，

虽然��“ �
� � �

�
�今�

‘
� � �� � ��， �已发生 变 化

�

图�今

但�
�‘
内仍是处处�二 �， 即 从 �今�’ ，

磁通量并没有
一“

’

一
‘ � ’ “ · 、

一 “ ，。 ’’ �

� 「「广 户
发生 变化

。

由 式 ���，
自然得出

�

子
、
��

。
�

·

��
、 一 �

�� �

� ， 、 、 二 � 卜， ，、 、 、 ’ “
�

’

�� � ��
��

一

二 � ，
所以回路中感应电动势

￡ 二 �
。

由于�是从�，
一 ��区间内任 意 时 刻

，
因 此 在��

����� ，
回路中的感应电动 势

￡
恒 为 零

。

这 样
，

①②③三段时间内的 。
皆为零

，
这恰好与实 验 结 果

相一致
，
并不出现式 ���失效

。

那么在整个过程中的�二 �，
和�二 ��这两个时刻情况怎么样呢�按图三选定 的 回 路 �在

�������， 任一时刻都可选���作为回路的一部分
，
若夹 口接触点不恰好 处 于�和�

，
只

需加上实际 接触点至�和�的弧段�
，
在�二 �

�

和�二 ��两个时刻
，
回路将发生不连续的跃变

，

。 。 二 、 ��。 、 ， 。 �二。 �小
。 二 ， 、 ， 、 ��、 二 、 。 、 ， 、

�

卜 二 一 二
� �， 。 。 。

一
止，

��
、 、 ，

一
即不存在连续的二�或荞

，
所 以在这两个时刻考虑感 应电动势是没有物理意义 的

。
� 当 然

，

不论在①和②中�如何靠近��， 和在②和③中�如何靠近��， 都可证明
。 � �

。
�如果通过截面

的那部分回路选在园周 上 �这是允许的 �，
则这两个时刻中只有一个时刻发生 回 路 跃变

，

另一个时刻回路的变化是连续的
，
但可证明后者的

公 “ �
。

即使对于 被公认 为普遍适用的式

���中的第二项
，
当回路发生跃变的时刻

，

其积分同样是没有意义的
， 因为在同一时刻

，
线积

分回路�不能同时取两条不同的路径
。
这也是下一例之所以不能成立的原因

。



第�期 黄忠民
�
也谈电磁感应定律的数学表述与电磁感应中的

�

洋谬
’

双开关回路
�

如图�所示的导体回 路
， �为长园柱磁体截面内的磁感应 强 度

， �为 一 灵

敏电流计
。

开始时
， � ，

接通
， � �

断开
，
在电流计与�

，
组成的回路内中 二 。 ， 然后断开�

� ，

同时将�
�

闭合
，
此时�与�

�

组 成的闭合回路内有中 笋 。 ，
并假设开关的动作是与�平行煦方

向上进行的
。
�采用前例的磁环更 好

，

场皆为零
。

一笔者 �

持
“
例外

”
论者认为

�

按式 �� 〕

保证园 截面外部的 磁

△ 中 子 �
，
故

。 子 �

，。 。 ，

一
， � 、 。 � 八 �

，� 、 。 � ，

一
， 卜

一
、

� � ， 。 ，

不六 �

但伙八 戈谷肠 封 二 � ，
公母郁分导线儿 诬叨

， 即 � 二 � ，

在开关处
， �日 �， �或开关所在处 �二 � �故整个回路的感应电动势

￡ “ �
。

实验中 �指 针

无偏转
， 故用式 ���出现

“
佯谬

” 。

本文认为此例的命题欠确切
。

首先， � 、
和�

�
同时动作

，
意味着回路的变化 �即 回路所

、 二二 。 一� ，�‘ 、 二 、 ， � 。 ， 。 、 、 �、 山一
、 、 排 ����中， ��� 、 ‘ ��

、 、 ， ， 、 ，� 。

包围面积的变化 �是在�� “ � �同时 �发生的
，
这样

，
竿或二厂都没有物理意 义

。

或者 说�
一一 一

” ’

�一
‘ “ 一 ‘

一 一一 “ “
百、 ’ ‘

�一
”
打 一 ” 了

��“
‘

��
” ��

一
’ � ’

� 一一
‘ 一 “ 一 ’

� 一
�

或中都不存在连续一阶导数
。

实质上就是回路在�
，
和�

�

同时 动 作 时 发 生 跃 变
。

由 前 题

讨论可知
，
即使采用式 ���也是没有意义的

。

其次
，
退一步说

，
假定�

�

和�
�
动 作是在��和

��两个不同时刻发生
， △�二 �� 一 �，子 �，

但�和中仍然不存在连续的一阶导数
。

这相当于在�
�

时刻断开一个闭合回路
，
然后在��时刻组成另一个闭合回路

。

这样的过程与电磁感应物理过

程中
‘

徊路变化
” 、 “

磁通量的变化
”
是毫不相千的

。

何况在判断导体回路中中是否变化
、

￡
是否为零

，
与回路是否闭合无关

。

因此用这一例题来论证式 ���不具备普遍性
，
实际 上是

企图用一个不正确的命题来否定正确的式 ���
。

很明显
，
这是违反科学论证的逻辑 性 的

。

至于写入教材中作为论证式 ���不具备普遍性的例子
，
例 如 教材 〔�〕〔劝各举 出 两个例

子， 其中除教材 〔�〕中 的后一个 例子需作较详细的讨论
， �结论

�

式 ���对该例 也 不 存 在
“
例外 ” �其余三个例子

，
只要在运动的薄导电片 〔�〕的 横向画一任意横线 �或 斜线

、

甚是任
意曲线

，
只要两端点在导电片的上

、

下边 �
，
及在转动导 体园盘上〔�画 一任意 半径 �在�尹

�的区域 �，
作为选定回路的一部分

，
当导电片及园盘运动时

，
所画的横线及 半 径 随之运

动
，
表示回路及其所包围面积发生变化

，
也即磁通量发生变化

，
运用式 ���来判 断或计算

￡
值

，
将和运用式 ���所得结果完全相同

，
当然也与实验结果相符

。

作为本文的结束语
，
引用教材 〔幻中 另一处对

“
佯谬 ”

一词所作解释的 概括
� “

在物理

学中佯谬 ��盯 ��� � �只是我们本身理解上的一种混乱
。 ”

有意思的是
，
费曼教授本人并不

把他的教材〔�〕所举的两个例子称为电磁感应中的
“
佯谬

” ，
而称之为

“ ‘
通量 法则

’
的一

些甲外 �“ “ “ �，‘” ” �” 。

尽管
“
佯谬

”
和

“
例外 ” 两词的含义有所不同

，

但从企图以前面提

到 的那些例子来论证式 ���不具备普遍性的论证过程来看
，
可不可以归结为是 对法拉第电

磁感应定律中的
“

一

导体回路
” �及其所包围的面积 �， “

磁通量发生变化
” 这些 物 理 概 念

“
理解上的一种混乱

” � 诚然
，
笔者对这些概念的理解是不是也属于

“
混乱 ” 之列呢� 作为

一种理解和看法
，
提出来参与这一问题的讨论

。

不当之处
，
请批评指正

。
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