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根轨迹图的计算机绘制

耽
�

直

�自动化教研室 �

提 要

本文在对计算机绘制根轨迹 图的收敛试探法分析
、
研究的墓础之上

，
对原算法和程序进

行了大量的修正和补充， 它不但保持了原方法中的特点而且扩充了绘制正 反馈系统根轨迹图

和含有延迟环节的系统的根轨迹图的程序
。

从而建立 了更加完备
、
实用的绘制根轨迹图的程

序
，
与文献〔��中给出的计算机求解根轨迹图相比有以下几个优点� ①人工输入数据少， ②

功能齐全
，
适应性强� ③计算机在���上绘图清晰 、

直观 ， ④具有建立数字文件的功能，

便于贮存多个根轨迹的计算结果
。

一
、

绘制根轨迹图的基本原理

计算机绘制根轨迹图的收敛试探法同人工绘制根轨迹图的依据一样
，
都是建立在幅角条

件的基础之上的， 但是对于不同的系统
，
像

�

负反馈控制系统
、

正反馈控制系统以及含有延

迟环节的控制系统当中
，
其幅角条件也不相同

，
所以下面分别介绍绘制上述几类系统根轨迹

的条件
。

�
�

绘制根轨迹的条件

系统的结构图一般如图 ���所示
，
对于负反馈控制系统而言

，
根轨迹上的点应满足 它的

特征方程式
�

�� ��������� � 或
� ���������� 一 �

也就是必须满足下面两个条件

幅角条件
� ���������“ ���� ��二 ①

其 中
� ��� �， 土 �， 士 �，

幅值条件
�

����������� � ��
沪

对于正反馈控制系统而言 �主反馈信号为
“
正

”
号 �

�一 ���������� �

柯柯心二���

图 工

根轨迹上的点应满足它的特征方程

或 ��������二 �

也就是必须满足下面两个条件

巾。
�

�角佘件 �肠�
�

���
��二 ��二 ②

‘�
，�
�
�值条件 ���

�������二 一 ② ‘

对于����中包含有延迟环节
�一，’ 的系统中 �以负反馈系统为例 �，

根仇迹 上的点应满足
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它的特征方程

�� ��������� �

或 � �
�������。

一‘ 二 ‘ �
’

其中
� ����。 份�����、 “

也就是必须满足下面两个条件

幅角条件 ��
，
��������

一，， � ���� ��“

或
�

��
�
�������� ���� ��兀 � ��� ③

幅值条件 】� ，�������
一 ” �� �

或
� �一，“

��
���������二 � ③ ‘

其中
� � 二 � � ��

那么 �一 ” 二 �一” · � 一�’ ， 二 �一“ �一 �� ④
对上边① ， ①尹 ， ② ， ②�， ③ ， ③尹�个等式综总

，
得出绘制各类型系统根轨迹图的统一

条件如下

⑤⑥幅角条件

幅值条件

其中
�

�
�������� ���� �一 ����究 � 丫�

�������� � ’ “

��
一

�

���一在负反馈控制系统中取
“ �” ， 在正反馈控制系统中取

“ �”
。

�
一延迟时间常数

， 在无延迟环节时取
“ �”

。

我们知道绘制根轨迹图的幅角条件是充要条件
，
幅值条件则仅是必要条件

，
所以计算机

绘制根轨迹图
，
首先是利用幅角条件⑤确定出整个复平面内根轨迹上的点，

而后利用幅值条

件⑥算出对应各点的根轨迹增益
。

�
。

收敛试探法原理

该方法是在己知根轨迹起始段第一
、
二点的情况下

，
用试探的方法逐步确定出根轨迹上

所有点的过程
。

我们知道根轨迹除了一些特殊点之外都是光滑连续曲线
，
所以利用已知的二 点

� 。 、 ，�

可以用线性外插法得到第一个试验点
��，

它必然在
� 。 、 � ，

两点的延长线上
。

见图 ���

�，
与��相距一个计算步长�

，
外插角为�

。 ��
是 否 在 根

轨迹上还要看它是否满足幅角条件
，
要想使幅角条件一点误

有的满足是不可能的
，
为此

，
我们事先设定一个允许

△小�取��

��度 �
，
并令

�

坦
，

一

场坦少过
一 ���� �� ����二 一 �� � � ， ⑦

� �
为实际误差角

，
只要�

�
小于等于△小，

即
�

� �《 △小 ⑧
就可以认为

��
是根轨迹上的点

，
否则还需重新找第二个

试验点
，
具体方法是

� 图�

���在原外插角�上增加一个试探角�
‘
即

�
�

’ � � � �
‘
这样可以在距自点一个计算步

长�处得到一点
�� ‘ 。

���把
�� ‘
代入���式 中得�

，‘ ，

用�
，
和�

�’
两个误差角来修正外插角�

。
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即
� �

， 。

八 ， � 八 � ��二句
。 ‘ �

���由新的外插角�
�
和计算步长�找到第二个试验点

��“ 。

而后就可以仿上述方法重复进行工作
，
直到找到满足⑧式的点为止 。

二
、

部分算法说明

为了便于计算机求解
，
我们采取的是把

�平面上的根轨迹图以拆线点分段
，
由计算机一段

一段地求解的
，
为此先说明第一个问题

。

�
�

根轨迹的分段

我们一共把根轨迹分成四段
，
各段的起始点和终止点分别叙述如下

。

①起始点为实轴上分离点或复平面内的分离点� 复平面内的共扼复数极点， 实轴上的穿

越点和实轴上为奇数的开环零点
、

极点 �对负反馈系统而言 �
。

②终止点为复平面内规定的 “
无穷远点

” ， 复平面内的开环零点和分离点， 实辘上的会合

点
、

穿越点以及
“
无穷远点

” 。

注
�

无穷远点是指超出���显示范围的点
。

�
。

各段根轨迹起始第一
、
二点的确定

。

���起始于实轴上分离点的根轨迹第一点为分离点本身
，
第二点在其分离角方位上距第

一点一个计算步长�
。

��� 起始于复平面内分离点的根轨迹第一点为分离点本身
，
第二点在其分离角方位上

距第一点一个计算步长�
。

由于分离角为���
“
和 。 。 ，

所 以由这种分离点起始的根轨迹应为二

条
，
见图���所示

。

��� 起始于共扼复数极点的根轨迹段
，
第一点 为 极点

本身
，
第二点为出射角方位上距该极点一个计算步长�

。

��� 起始于穿越点的根轨迹段见图���
。
�是穿越点

，

若根轨迹是从复平面的�
。
点到达�

�

氛
，
那么根轨迹必穿越实

轴到达�平面的第三象限的�
，
点

，
由于根轨迹的对称 性 和 本

程序不计算
、

不绘制下半�平面的根轨迹图
，
所以从穿越 点

出发的根轨迹第二点应 在�
�
点的镜象点�

，‘
处

。

具体确定办

法是
�
首先由收效试探法求出�

�
的具体坐标位置 并 记 录 下

来
，
那么第二点取�

�
的实部和�

�
的虚部的绝对值 作 为

��尹
点的实部和虚部

。

图 �
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同时我们把实轴上具有四重根的点也

归到了穿越点里边
夕

把它看成一种特殊情

况处理
，
见图���

。

由于它的特殊 性
，

凡 这

种点其分离角均为�二��和
二��

，
所以起始于

该点的根轨迹应为二条
，
二个延续点都

�

应

处在以�点为园心
， �为半径的半园上

，
其

方位角一个为�二，�’ ，
一个为 二��

。

即
��

。
和

��尸点
。

�目

�
二 �二

卜

�� 绘制根轨迹图的范围 图�

由于根轨迹的对称性以及保 证在有限的���屏幕上绘图清晰
，
所 以 根轨迹 的计算和绘

制都限制在�平面上半平面进行
。

�
�

分离点
、

会合点
、

穿越点的判别

根轨迹是从分离点
、

会合点
、

穿越点出发或终止的，
所以有必要告诉计算机它们的个数

� �
， ， ‘

卜
� � �

…
…

，

�
‘ �

�
� � � �

二
�

二
， 、

�
，
�

， �

�
， 、 ， �。 � ，，�

�
�、 ，
���

及具体数值
。

我们在人工绘制根轨迹图时知道以上各点均为重根点
，

所以首先可以用试
� ”

的方程把这些重根点找出来
，
而后用它们 各自的特点来分析哪些是分离点

、
哪些是会合点

、

哪些是穿越点
， 、

哪些点什么都不是而应舍去
。

我们在程序中给出了自动求取

和判
、

别上述各点的子程序
，
具体判别方法说明如下

①分离点的判别
我们知道根轨迹的分离点

，
不论在 实

��

��
� �方 程 根

轴上还是在复平面内
，
都是当系统参变 量

��
从小到大变化时

，
有几条根轨迹先在 分

离点相遇而后分开的
，
见图�

。

可 见 在 进

入分离点时所对应的参变量�
�
都小于分离

点处的幻值
，

即
� � �， 】 �一�。

��
， 】 �一�，

��

�
���。 ��

，
�
�一�，产

这仅是一种 可能
。

另一种 可 能 是 如 果 系

统中出现重极点
，
那么重极 点 也 必 须 是

分离点
。

所以找们可以在所有的重根中 利

用�
�

值和是否等于开环极点来定出分离 点

的个数及数值
。

②会合点判别

今汤

了

会合点的出现也同分离点一样
，
当 系统 中的参变 鼠�

�

从小到大变化时
，
有几条根轨迹先

在会合点相遇
，
而后分开的

，
见图�

。

但是我们从图中可以看出，
会合点处的�

，
值具有这样
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的性质
�

��

�
�一�。 ��

�

��
��� �， 】 �一�。 ���

�
�一�，产

这种性质恰恰与分离点相反
，
这仅是一种可能

。

另一种可能是
，
如果系统中出现重零点

，
那

么重零点也必然是会合点
。

所以我们可以在所有重根中利用�
�

值和是否等于开环零点来判定

出会合点的个数及数值
。

图 � 图 �

③穿越点判别
穿越点只在实轴上出现

，
它是当系统的参变量�

�
从小到大变化时

，
有几条从复平面来的

根轨迹在实轴上穿越而引起的
。

我们从图�中可以看出
，
穿越点

��
处的�

�
值满足

�

��
��

一�。 ��，
�
�一��， �� �

���。
���

�
�
�一�，尹

所以我们完全可以利用�
，
值来判定出穿越点的个数及数值

。

三
、

程序框图说明

�
。

程序总框图 见图���

从总框图可 以看出该程序一共由四部分组成
。

���输入数据
�

由方框①完成 ，
一共输入

�

�一开环极点的个数

�一开环零点的个数

�一计算步长

�
�

一���显示最大值

���， ��， ���
， ��一开环极点的实部和虚部

���
， ��， ���

， ��一开环零点的实部和虚部



贝贝贝贝贝贝贝贝贝贝贝贝贝贝分存起她役役
妙妙齐

口 代树程程程 带一
二
包位位

臂臂因手堵求方才呈
‘乡撕打卜�����������������

孚孚孚孚孚孚孚孚孚孚孚孚孚孚孚孚孚孚乙色林蜂蜂
工工令 工����

瞒瞒从乡离互出称拼蜘违违

认认林、 穿场互出协勺艰轴违违

计计林劫共矩报支步发的昧也也

取取数字、 、午、 ‘ 知叫叫叫叫叫叫叫叫叫叫叫叫 记记记记记记记记记记记记记记该段板社社
迹迹灾袜 次数数

贝贝分存起她役役
带带一

二
包位位

孚孚乙色林蜂蜂
工工令 工����

记记该段板社社
迹迹灾袜 次数数

图 �
�

图�。

��一一延迟环节时间常数具体值

���一一正
、

负反馈选择
。

打
“ 。 ” 负反馈， 打

“ �” 正反馈
。

���计算根轨迹各段的值
�

由方框⑤ 、 ⑥ 、 ⑦完成 。

���建立数字文件
�

由方框⑧完成 。

���绘制根轨迹图
�
由方框⑨完成 。

�
�

部分细框图

���收金文试探法求下一点 子程序细框图

它是为了完成计算各段根轨迹上的点而设里的
，
是程序总图方框⑤ 、 ⑥ 、 ⑦的主要子程

序之一
。
其框图见图�。

。

�

注
� 图�中�� �应为

“
求出�

，
�

， ，
�������������

’ 。
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���绘制根轨迹图细框图
，
见图��

。

调数字力

迄色
�

迄比‘灭’

�

画坐齐科线环另
�

越

薰团 �

画实轴上枝软逆

画复平面内术良傲走

考考出
二

阶因子子

衬衬因子子长并对存存

术术 丰及及

图�

���劈因子法求高阶代数方程细框图 见图��
。

���判定分离点
、

会合点
、

穿越点细根
。

见图��
。

四
�

举 例

图��

〔例 � 〕系统的开环传递函数为 �

�‘�，“ ‘�，二

玲云号
，

负反馈 �

���

几卫

该系统有三个开环极点
、

一个开环零点 ，
计算机运行结果如下

。

其中
�

爪，根轨迹段数
�一每段根轨迹计算点数

弘 冬��， ��一根轨迹上点的实部

了
� �

�牡‘ ��一根轨迹上点的虚部

一 耳���，对应第境的根轨迹增益

” ， ， 、 一 ���
‘ ，，� 。 ， �。

肠、 二，一与丁 ‘ 妙 夕口叹笼 叮烤口�岁�百��
飞�吕

����一份
��

二 �方程根的虚部

�
、
�

、
�一一分离点

、

会合点
、
穿越点个数

。
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�����
、
��
���

、

一分离点的实部和虚部
。

���� ���

���心片 �� ���

￡￡， � 拭��
，， ，。。

民民佃，
瓦�

，、 � 。 。 ，
卜�

，， 、、

分分分分分分分分分分分分分分离支支会会合 艺艺艺 穿越 色色色色色色色

’’

打呷
， ，

�

月
�

了了

凡凡‘口爪。 �
， ‘丫侧 �‘，，，

图��

���一会合点的值

��� 一穿越点的值
����

�，
�， �，

��� ��
， �， �

�

��， �
�

�

���一 ��， ���， ��� � �
， �

���
， ��， ���

， ��� ��， �

���， ��
， ���， ��� �一 �， �

���
， ��， ���一 ��� �一 �

。
�����， �

��
， ��� � � �， �

���� ����� ���

������ �
。
��������� 一 �� ����� �

����� 一
。
��������� ����� �

图��
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����� 一 。
���������

�
�
���� � �

����二 一 �
。
���������

����二 一 �
。
���������

�� � � � �

����“ �

���� �

�� �

����

�

…
��

�

……���
， ��

�

�

一
。

����������

一
。
����������

一
。
���������

一
。
���������

一
。

���������

一
。

��������

一 。
���������

一 。
���

���， ��

一
。
���

一
。

��������

一
。

���������

一
。
���������

一
。
���������

一
。

���������

一
。
���������

一
。
���������

一
。

���������

一 ���������

一 ���������

一 ���������

一 ���������

一 ��������

一 ���������

一 ���������

一 ���������

介

…
介 令

���， �� ����

� �

。
��

。
���������

。

�������
。
����������

。

���������
。
���������

。

���������
。
���������

。

���������
。

��������

。

����������
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〔 例�〕 绘制下述正反馈控制系统的根轨迹图

���������

该系统为阶系统
，

��
�� � �� ������ �一 ���

� “
�� � ���� � ����� �一 ����� � �����

一共有� 个开环极点和两个共扼开环零点
。

计算机运行及绘 图 结 果

如下
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〔 例�〕 绘制包含有延迟环节的负反馈控制系统的根轨迹图
。

� � �

其中

� ‘� ’� ‘�’ 一
是橇认梦

�

一
�

该题有二个开环极点和一个开环零点
，
延迟环节时间常数为�

�

�。 计算机运行及绘图 结

果如下
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根 轨 迹 图 的 计 算 机 绘 制 另�
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������ 一
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�� � � � � � � �

从该题的计算结果来看
，
系统为条件稳定

系统
，
这主要是延迟环节引起的

，
若系统中不 图��

包含延迟环节
，
那么系统不会出现不稳定现象

。

五
�

结 束 语
整个程序经过大量例题的考验证明

�

求解计算根轨迹上的点和绘制根轨迹图都是十分理

想的
，
具有计算速度快

、

输入数据少
，
绘制图形清晰

、

灵活
、
方便等特点

。

它不但可以绘制

一般根轨迹图形
，

而且可以绘制参量根轨迹和非最小相位系统的根轨迹图
、

正反馈系统根轨迹

和包含有延迟环节系统的根轨迹图
，
给分析研究控制系统的性能提供了方便

。
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