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关于�八【
’

入���一��
犷

����入�算子逼

近函数类��洲的渐近展开式
黄 厚 本

�

提 要

本文改正 了�
�� ����’ 〕在一个定理证明过程中的一个错误

，

的估计式和一系列渐近展开式
。

一
、

前 言

为下文叙述方便
，
我们采用如下记号

�

�� 设����是 以�二为周期的连续周期函数
，
记为��劝 〔 ��二 ，

����
�
��

����
一��一 ������兰���

。
���

，

则称��� �属于��向�函数类
，
并记为��� �〔 ��间� 。

其中�为给定的正常数
，
���三�

，

当 �� 。 《 �时
， �

。

���� ���
“

当��� 《 �时
，

并建立 比该定理更为其体

若恒成立
�

‘ “

“ ’ �

�
’‘ ’‘

�� ‘奋

���《 晋
，

二 一 ����
。 一

毛����《 二 �

‘

�� � ��， � ��

称为算子�对函数类�的最佳逼近
。

晕省丈�里
·，���· �一 ��‘，· ，，

�

������ �一一� �������算子
�

��� ” 耳止�

占�心自
��

�
�二

�

�
甘︸，土一兀

��
，
�，������二 ���

����� ，
�

，
� 一 ��，

其中 �� ，�，�� 二�

二

竺
� ‘

，��‘ � 。 �

鱼
�

�����
。

�，���
����

护�
古，

���兀

���
，����

，
���，

口 �‘

‘，‘�，��� 」
。 � ‘，“ ” ，，“ ，。

�

作者系郑州工学院数学师 资班��属毕业生
，

木文����年 �。月�日收到。
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�� �
���

一���生
哭

�

���川
�

丝
�

�
�

���成�价
�

庄畴出这拌的结论
�

典斗砂�称逸水。
�

知渝魂
二

华法留
�
林口斗育蛤

�，

其中���》 �一 �� �《 �， ���带�� ， ��� ���
口��

但在其证明过程中
，
用到了

文证明这个前提是错误的
，

展开式
。 、

���
一 ‘ �

，�一 ，��
一 ，“

一

三
乙

���

�在 〔。 ，�� 〕上是有界的 ”
这样一个结 论

。

本

并加以改正
，
同时建立了比���更为具体的估计式和一系列 渐近

理

引理� 在 〔 �

二 引

， 几 〕上成立着下列不等式
�

� 一 � � ，
�

亡杖一 ‘
气万

一今 《 �
。

�� ���
乙

� �
‘ 、 � �

���

且当�》 �时
，
����

一 ‘ ��
“ 一 ���

一 �“

证 令����二

冬��在 〔。 ， 二 〕上无界
�

乙

� �

��� ��

，〔 ‘ ” ，

蓄

显然����在��
，

季�上连续
。

‘

�

鳃
，
���卜 ��� ��

���不歹石乓 �

��
一 ��� ，�

��

因而
，

若定义���� 二

牛
，
则

�

����在 〔�，

粤〕上连续
。

又
‘

�
‘
���� �万

�、����一

书

�

���
��

〔��� ��一 �“
����〕 ， �〔 ��，

护
，

所以
，

�。 ���卜誓
·

�
，
�����

”� ’《 霍

��
‘《 雪

“�“ 蓄
二‘ 二

， ， � 、 � �

战田
�气� ， � 。

奋

“ 笋
二

叹毕 ��，
得 ��� 成立

。

由���即得�

� � �
‘

�

蕊石城尹砰
十 丁砰几

、王》 �
。
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�期 黄厚本
�
关于����

���一一���血��
�
算子通近函数类�� ����的渐近展开式

但当�》 �时
， 、
声

在 〔。 ，

韵上无界
。

证毕
。

弓、理�的结论断言�����一 ，��一 �‘� ’ 。

�

在 〔�， 二 〕上是无界的，
�����

。

容易看到
�

��一
���

，� ��� 一 、
��

” �一
‘

。 ���一，，
尸

，〔 〔“ ， · 〕

借助上式
， ��� � ��的定理证明可以通过

，
从而所得结论仍然成立

。

引理� 对于�����
� �
一一�

�������算子及��
一�

“
�，

�

。 ， 、 ， ， ， ‘ 一 、 ， 、

�么
��

� � � 于
� 乙 气叭�今，“ ‘ ，�� ，

�，�，�� 一
�

�

— 七� ，�，� �
‘

兀
�

� �

��� �，��
����

��� ���

��� 《 �
。

�·
� �� � � ‘·�， ��

，�
，
� �二 多竺哪��

，�，�
‘ 。
��杜

，���
�
���二

�
�

‘
一下�矛吸一

� 。 �十
����

，
�

，�

成

抓︷�吸��，，

��
� � ，

又

�
兀 �” �万�

一 �“ 一 “ ‘�

�

。 ，
��� 名�

�刀 ‘ ���
」 二

�
��
一 �石 二 万不 一一 � �，
勺���

‘ ，
�

�� “ ��
。

证 根据�
��
��

�在〔�」中所得结论 �

若����是函数类�的最佳函数
�，
则

���， ���� ���， ��
。

���

再由�
��
��

�在 〔�〕中指出的�
。
���是�

����的最佳函数
，
于是容易看到

�

��
。
���是函数类���

���的最佳函数
。

经过简单计算可得引理�成立
。

证毕
。

引理 � 存在仅 与�有关的正常数��
，
使

‘� · ‘ ，’ 卜 ‘一‘� ‘ � 一
��

，
��，�
母
‘� ·，，’卜 ’一‘� ‘�·� 一

��
， ，�，《

、
丁芯

�
·

丛���气晋茗
‘，’��、 �二 ��

�。

一
�·

�

��
一
��

，
����二

。
�一 ���卜�

·，。

� ��
� � 一

��
，
���

。 ‘

���

二 由引理 ‘知 �

筋
、
券

� ‘ ，
所以

，

�、
土
�。 。二 、毛

。 �
一

、�袭。 〔。 � 几‘落丝
�� � … � ���，，� � ��卜 �

由于 ‘ 〔 〔。 ，

瑟〕
，
知存在�

�

� 。 ，
使

·
函数类�的最佳函数是指

� �〔 � ，
且����是非负偶斡

，
奴��

�

外 且 对 任 惫�仁�
，

� 任�‘，
有���

� � ��
‘
���

一 ��一 ���二��《 �‘ ���。

生意
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一

一
一�一一��，������� 甲，�叨，叮，�，一‘ 甲�一 一一产�，�叭，，，，，��

� �
鱼��二丝 �，

�

… 、 ��，卜 今 · �“ �一兰�
。 ， ‘ 〔 〔� ，

晋〕
。

结合引理�得到
�

�

���

� ， �一一
十 宫价面二‘ 、 乐 � 么“ �

� 一

旦，一
下 �乞卜

几 ，
�〔 〔� 晋〕

。
�
一户三

两端同乘以非负函数�
�

��� ” �� �
���， 并从�到荟积分

，
再注意到

�
即得��� 成立

。

弓�理 �

晋
�‘ “

争
“ ，’ ‘，� ‘二，” 一 ‘ ’· ‘ 一 �， ��，’

证毕
�

对一切整数�
，

�
��

恒成立下式
�

户
，

二 一

兀

�
�

� ��� 乞����

��成

�

袭舍亏村
且

‘

晋
� ��

’
���

证 令 �“ �

�

�“
十

一

石

乙

则

�

兰
“ �‘一

，“ �

�子
�‘。 ’ ， ‘· �

号
一

，‘ 二
�五
︸护‘

�一�自一一勺山
�
�一卜几一

��
�

但

���
�
��

�
�二 、 � �

二 ， 一 、
� �

��� 笼住

���乞� 鳖蹂馨数

且

�

城

���� �，����

�

泥

�����，���� ��，

所以

兀 ��� ‘ ，���� ��
。 证毕

。�
一��屁�一，臼﹃�

��一
�

盆

���
�

引理 �

�。

�

对 ��日兰��
， �� �， �，

’

�， … ，
有

砂 、。 ��，
��《 �、 �一 �，

�

���三�
� � ����

�
��，

��
����

一

卜�
�一 �

兰�
��一 �

�
��

�

���三�
，� �

一、

日� �
�

��
‘ �一肠一� �尹�

。

��
��

��
飞 二日

�
�
�

证
���

�

击
·

�

晋�
，�‘” ” ‘�’

�艺

因为 ���
一

日
， ���之 �

一
�

二 �兰�’�，誓
‘
春�

�， �

日价 �

卜� �
挚���。

，��

二
二

业弩带
�

多
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�一砚
������

�

沐琴
近函效类从执司

。 的渐近展开式 的

所以�
“ 、

�。
的第一不等式成立

，
又

兀 �

�
，�

���一 日
， ���感 �

���卜。��� 玉
�

�子
“
漂、
阵

�。。 �。 �，���

� � �二�� � 究 几
尸 北

�

乏 二气
�� ， ��
且‘ 二二二 �

��‘、产��
兀�

晰飞
一 。 �套， ‘ �· ‘ 一” � ��

��
� � ����

���
�

� ，

三�
�， 十 � 工全�写尽

日� �

日沪 �

故�
“ 、
�。
的第二不等式亦成立

。

引理 � 对于���
， �� �， �， �， …

证毕
。

有

��
���几

一。

日一 �
���

，，�

��

�，�

青
�‘ ，�，‘ 一”， �����冈�

�

三�

�盖
一

�
��一�自

证

� ��

因为
一

九
‘ 二 �

�� 艺��

��

� �洲〕

��七 乏 �
�

·���

鱼
， 一

�
一

抓 �
� �

二 �� �”��

屁

� �城�

乏

�
一 ���
奋
七韶

·
��

���
二一�

�一 �

所以 ���的第一不等式成立
。
又

�砂一勤
，���

��� ���
��� �

�
�
一�自�沪

�
�

�目
��� 万

�
一���

打

��� 念����

成
几

丝�
��，�

�� �全�。��
、

亨
‘

孟
一

二
矗

�‘一��一

�一�十�‘

所以 ���的第二等式亦成立
。
证毕

。

引理 � 对于�
������一一��������算子中的

��
，�，�，

有

��， �， � �
��

����
一 �飞

���一 ��， ���

�
� � 与「不丽 ���

证 由引理� 知

�二
， ‘，�一 ‘。 �一 ��， ����冬�

� ·
�

洲
����一 ��， ���， 二 【晋旦些二奥埃寻犯 ��

， ‘ 。 口 � “ ‘

感 �� � ��
乞几一 ‘ ���一 ��， ���� ����

���
�卜�

�� ��一 ��， �� �，

再利用引理�及��
， �， �的定义

，
知引理 �成立

。
证毕�
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定理�

三 关于��
�����一�

�������算子逼

近函数类��
。 ” ’
的渐近展开式

当�之�
， �� �三�，

或� � �， �� � � �时

��
���

“
���� 一 ��，

�� � ��
‘ � 。 一 � 。

《 � ��� ��“ �，

����。 ，�，� � �， ， 。 ��。
�
��

“ �一
卜

·
�� ，�，�三

一 �，� �二�
’ ‘

�份荟犷炭��烈
�一�

，� �

�， �� ���

�

� 么 � � ���

���
“ ，��

�
���

��� ���
��

了、“
�几一���

�

�

� � ，，� 。
� ��

�
��

�“ ���� ��“ �， ��
，�，��

�、 一 �一��� ，

�
“

�

�� ‘ ��
“

���
一��，��

��
一��，‘

���

证 当 �� � 《 �时
，
�对� 二 �， 只考虑 �� � ��

。
�

由引理�知

� �� ���“ �一 �尹犷�
，� � �

����

� 。
一
场 �� ，�，�

利用引理�并通过简单计算可得到 ���
。

再由引理�知 ���也成立
。 ’

当�� � 《 �时
， ‘

此时���
，

同理可得 ���成立
，
其 中只要注意下面的估计式

�

���
“ �
��

�
���竖

‘

��五几�一
。 。 ‘

�奋‘
一

兀曰��户

�簇�
���

“ �
��

�
���

���
���

兀一�。�����

� � 兀 一 ���
“

�‘

瑞毅脚
�‘落

，‘歹，
“

劝

·，
��

， ��生��
亡二石丽�此

一�

兀
�

�三�石奋

一
兀�自

�自����兀一�

��

蛋轰筑丝
全�’

有要�亘翔少�� �

昔犷
塾麟气彗苦少

�，
�小�

兀�
一﹃

�

爹
，“ 一 ‘ 二 一 “ “ ’ ，’ ��

� “ �
��

�
���

���
���

��》 �
了
�
人�

︸�‘‘

。兀
�

�介�

�

�

所以对于���
， �东 �三�， ���亦成立

。

由 ���及 ����便得 ���于 证毕
。

定理 �

��

对于� � �
， �� �簇么

，
有

’ 、 声 ‘ 、 � 〕 ‘、 ，

扒�
� ，�，�〔

州至畏裂�
�兰丝

十 �，〕、 � ����。·，， �� ， 。 ， ��

、 “ 了 � �

���
【�， �， ���

“ ‘ “

称杀
蕊

塑
� �，·〕 ，

竺，
����
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�
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。
一一���

，
���

。
算子逼近函数类�“ � ��，的渐近展并式

�� � �� ���“ �， ��， �， ��

证 由引理�知
，

只须证����成立
。

根据引理�知
，
当 �� ���时

，

�
�

�

�
‘
��
��

��
压

，

飞

� 一 �， ���

�一 �， ���

� ��

二 ����

。 ， 、 ， ，
丫 。 、 、

�之“ � 。 �

乙 叹摊 � 一 ，一，一 孙， �， � 少 �

—
七�� ， �一乙

「匹
���

“ 旦运竺史竺旦�
���

‘ �
�七

�� 。
一

七 � ， �，

工少
‘
箭

‘ 一 �
� “ 一 ���

· 〕 �‘卫遗�鲤才丝 全�
�

���
，
�

注意到

�
一

���
“ �
��

����〔 �

�‘ 一
“ 七

�

详
苗〕 ��� 艺�龟���

簇��
�一犷��

兀一��、��

《 ��
�
��

� 一 “ “ ��� 一 �， ���� � �
��

���
‘ 一�

�� �� �
�

�丁
’
臀失耳

�’

丁翼
〔� ‘
誉
，一 �一 �‘ ，· 〕 旦�欲裂华

�‘ 《 �，� ‘
易
，�二

可得 ��� �的第二不等式
。

再注意到 淤 歹

�芝
一
�

·

����犷�性奕业生
�，� 二 ��

，，�卜·
��。 二 ‘ ， ���一 �。 十 ��

。 、

� � �“ � �运
��恤 �，�

对 �‘ 一
“ ��

� 音��
�
��

�一�

戈 夕 丁
���

�
�

北 ��” ���

�‘ 一“ ��

��
��一

��二

矿
︸

���一 �抓 一 ���
“

�

兀︷�
�
��� ‘
蓄

� �普
，“

�聋
�‘，” ‘二 ‘，‘〔

六
�

， 二二
�

而 � ��

若
，

�， �

即可得到 ����的第一不等式
。

综上所述
，
定理�成立

。

证毕
。

定理 � 对于

�“
��� ，

� 二 �， � 斗 �，
一

有
�〔��� · ��

�
��

一
�， ����

三弋
�。 ��

·
���‘ �《�� 。 《，�， �。 ， 。 ， ，

�

孔
一 �

三��
� ， �， �

���。
卜
��

�
��

一

�， ���二 �
蕊 ”
� ��� ��

�
���

，

����
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�� � ��� 带��，，
，

�� ， �少 �
� 。 ��

’

��
�
��

·

井豁韶
子

’

� ‘
架

’ ·

����

证 由引理�得

� ��� ，〔��， �� ， �， � ��
一

至业 �二， �

�， �怪
一

二

��� ” �� ����
，

�乙 ‘
丫

�

万二二万丁 一 �毛
� ���

一

�

�

再由引理�及引理 �得

�誉
，全旦二擎攀�沙 ��、 � �。 ���

�
��

一
�， ���� �

����
一 �， ���

� 〕 ��
一

�

�

� 二 ‘� · ‘ ” “ 一
�， “�’ � 晋

� � · “ “ ’ ‘� ‘ �� · ‘ ”

即 ����的第二不等式成立
。

同理可得

�匀犷乍
�，远沙

’
��》 ��

，��
����

一
�， 。��� 晋���

一
�， ���

舀 �� ’ �

兀一��月

�

� 二 �。 ���
�，，�一�， ���十奥 ���。

���

�〕 ‘

所以 ��� �的第一不等式亦成立
。

将 ���收入 ����即得 ����
。 证毕

。

定理 �

�。

对于�， � � �， 有
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〔住记〕 若在推论与定理�中分别令�，���
，
�二�二�

，

就对应得到�������算子和�����算子的通近渐近展开式
。
关

于这方面的成果参见〔�〕、 〔�〕 ，

本文的方法有所不同
。

作者的这篇论文得到杭州大学谢庭播教授的指正
，

谨在此深表感谢
。

参 考 文 嗽

‘�〕 ������
，
��� ������������� �� ��������� ��������， �� ������� ��公 ��� ���������

�

��节 ����
，
����

�

‘幻 王兴华
，

爵克松奇异积分对连续函数通近的准确常数
，

数学进展
，

����，������一一����

〔幻 李文清
，

关于费叶尔算子的逼近度
，

厦门大学学报 �自然科学报 �
，
�，，，年第二期

。


