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一般粘性阻尼多自由度系统的模态分析

王 伟
�力学教研室 �

本文讨论 了多自由度具有一般粘性阻尼系统的振动问题
，
通过引入状态向量而

使系统在状态方程下求得复特征值
，
并 由复特征值判别系统的振动性质

，
以复模态

矩阵求解系统的 自由振动和强迫振动
，
为实现在电子计算机上的数值计算大大简化

计算程序
。

一
。

引 言

在实际工程中有许多复杂的结构
，
在任意激励下的振动分析

，
往往可以离散化为 一个多

自由度系统的振动问题
，
若不考虑系统的阻尼通常可以用系统的固有振型的展 开

，
来确定系

统对激励的响应
，
若系统具有阻尼且为比例阻尼

，
即阻尼矩阵 〔��是系统质量 矩阵和刚度矩

阵的线性组合
，
系统仍可以对固有振型分解

，

来确定系统的响应
，
如

�

〔�〕�苟�� 〔�〕���� 〔�〕玉��� ���
〔� 〕。 、 系统的惯量矩阵 ，

正定对称矩阵
，

��〕，系统的阻尼矩阵 ，
对称阵

，
且有

�

〔�〕 二 � 〔� 〕 � 日〔��
式中� 、

日为线性比例系数
。

〔� 〕，�。

系统的刚度矩阵
，

麦��
、
�动

、
���分别为系统的广义加速度

、

速度和位移列矢量阵
。

夏��为系统的激振力列矢量阵
。

利用正则座标变换
，
得

�

〔��〕�〔� 〕 〔。 、 〕����� 〔��〕，〔�〕 〔。 �〕�城��
� 〔��〕�〔�〕 〔��〕王��� 〔��〕����

式中 〔�们为正则模态矩阵 ，

若 〔��� � 〔��� 日�� 〕
则有

�
���〕���〕〔���二 � 〔� 、 〕〔� 〕����� 日〔�，〕�仁� 〕〔� 、 �� ���〕 � 日�� 〕

其中���为单位阵
， 〔� 〕为特征值矩阵，

均为对角阵
，
则 〔�、 〕为 对角阵

，
原方 程变为

�

��
��� �

、�，��这�� �
“ � 〕���二 ����
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则有
�

�
�
�
�� ���、� 入，�

� “ �、
、

��二 �
，
�

， … … ， ��

即将原来
�
个藕合的微分方程组化为

�
个非藕合的二阶微分方程组

，
并可独立求解

。

但是
，
系统在非比例阻尼条件下就无法用固有振型分解方法得到系统的响应

。

本 文通过

引入一组状态参量从而使
�
个二阶微分方程组转化为��个一阶微分方 程 组—状 态方 程求

解
。

并由复特征判别系统的振动性质
，
以复模态矩阵求解该系统的强迫振动问题

，
为 实现在

电子计算机上的数值计算大大简化一步
。

二
�

状态方程
�

对于具有一般粘性阻尼多自由度系统的受迫振动方程为
�

����泛�� ��〕���� ������二 王���� � ���

若令���
， 二 毛��

称
� ����

王��
� 二 ���

�要���
二 以“ �，“ � ，

…叹
�

�， ��
� ，�� ，…�，

�〕了为状态向最
。

���

‘、产、，。�‘性了、�王、

由玉��
� 二 �夕�

�

有
�
����夕�

� 一 仁���了�
� “ �

原方程 ��� 可写为
�

〔� 〕�夕�， � 〔��福夕�� � 【� 〕王��� 二 玉。�

将 ���
、
��� 两式合写为

�

，�卜��
护

��
嘴�‘‘�‘了�泛‘、、、沪����

�

�
一

�
二 � �� �

�户，���里�、

�

、�����产
，人�

，卜，、卜」�

�
�

��，
‘�资吸

八�
一一

�尹」

�
��、

、，����尹�
‘

�
了‘����、

�
�

����

�
������、、刀����了、�

�
产

��
尹叮���性、

�自‘�日含

、������
�卜几

����

即为

令
�

〔二
� �

�

一

�
�� �

一

�

� � 尸�
一� �二 �

二者皆为对称矩阵
， 〔� 〕 、 〔� 〕 、 〔�〕成为�与�的子矩阵

。

由此得到
�

��夕�� �王乡�� � ���

此式称为系统的状态方程
。

这样我们通过引入状态向量���便把物理座标中的
�
个二 阶 微分方程转 化为由状态方程

所表示的��个一阶微分方程组
。

应该指出
�

状态方程并不是唯一的形式
，
例如上述情况的状态方程也可以写为

�

、卜，八�
�峨‘

一一
、‘�

�
�吃
�

、��曰����

��

��

一

叮户�

�
�
�、

�
，卜，�

��
‘�砚�

‘

��������

�
为非对称阵

，
因此

，
状态方程一般是指上述�和

��
产‘��
�

门目一才
·

、�目�砍，了��
但此时二矩阵

�

。

�

�为对称矩阵的情况
。

其中
�

行��

对于受迫振动系统可表示为
�

�玉��� ����二 ������

���、 ，二 ， ‘ 、 、 � �
� 、

抢之� �����卜 �
，�耳

‘ 、 、
�

玉���
’ �

“ ‘ 产 ’ 一 、 笼� �����
���

���
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三
�

系统的特征值
�

对于方程
� �魂夕�� ����� 毛��

设其解为
�
����� 魂中�

��，

代入原方程有
�

���中�
��，� ��中�

��，二 ��� ���

即
� 〔�� � ���中�� � ����

左乘�
一 ‘ 〔�� � �

一 ‘ ��心卜 �

令� � 一 �
一 ‘
�式中�为单位阵矩

。

得
� 〔��一 ��毛中�� � �一��

�中�非零解条件为
�

△ ��� 二 ���一 � ��� � ��幻

此为能确定特征值的特征方程
。

因为�为�
� 又 ��阶方阵

，
所以特征方程为关于

� 的��次多项式
， �
有��个根且两 两组成

共辆复根
，
这��个根可能出现的情况有

�

��� ��个根全部为虚数
，
即�的根是 。 对共扼虚数

，
这种情况下其解的形式为

�

�冲��
�，
令�劝�

��。 ‘ ，
�吟�

�一二“ ，

这种解是平稳的
。

�����个根中至少有一个根的实部是正的
，
此时解的形式为

�

�币�
�，，� 王劝�

�仁，�
‘

�‘�， ���� ��

，�’
���‘��口��‘�二 ���七 · �����

，

其中
� “ “随着�的增加而发散

，
所以

，
其解为非稳定的

。

��� ��个根中全部为负实数
，
此时其解的形式为

�

�小�
��，� �协��

一 ‘ ，，
�� ����

此时
，
随着�的增加而衰减很快停止运动而不发生振动

，
此即为大阻尼情况

。

�����个根全部为复数
，
且为�对共扼复数

，
其实部皆为负值

，
此种情况就是我们急待

解决的
，
将��个根按下列次序排列

�

� �， � � ， �� ， · · ·

一
�。 ， � 一

气
� �

气
��
气 … … ， �。 辛

其中
��与��

米
互为共辘复数 �� 二 �， �

， … … ，

��

��个特征值对应的�
�
个特征向量为

�

王冲�
�，
王中�

�，
�中�

� ， … …�中�
。 ，
�中�

�渐 ，
�中�

�

气 … …�劝�
�今

其复模态矩阵为

�冲�
�。 ， �。 � 以劝�

�

�中�
�… …�中�

。
��冲�

、 ’ �协�
�，…�协�

�，�

�� � � �� � �

〔� 、
�一 � 〕魂中��� �

��
、��一 � 〕�中�

，带 � �

因为�为实对称矩阵
，
所以

，��与
� 、�
所对应的特征向量也是互为共扼的

，
即

�

王中��与笼好产

为共辘向量
。
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还要指出
�

在有阻尼存在情况下的多项式
�

���一 � �� �只能称为特征方程而不是频率方程
。

四
�

模态矩阵的正交性
�

由状态方程
� �仔�� �夏��� �

第�阶特征矢量满足方程
�

����中卜� ��中�
、 二 �

当�� �时
， ���笼幸�

，
� ��小�

， � �

左乘�协���
�、

�劝叮��协�
� � �中” ��币�， 二 �

转置
� �“ 中����冲�

�
� �中” �畏协�， � �

当�� �时
， ����心�

� � ��中�
� “ �

左乘�小打 �中只
����劝�

�
� �劝����吟�

� � �

式 ����
、
����两式相减

�

��
� ， 一 ����中�丁��币�

� 二 �

�子 � ，
则 �

、
笋 �，

故有
� �中” ��协�， 二 �

��子 ��

同样可得
�
�劝�

‘���冲�
� � �

将�
、
�以 〔� 〕 、 〔��、 ���表示 �

����

����

八�
一��

，‘��

冲
���

、����
�
‘

�
一
�

�了���、

甲弓、卜，�

冲‘‘
�

�、��
�

。 �

�
�、 �二 。

气�
� 夕

由此可得
�

王小�����玉中�
� 二 �

�中�万〔���冲�
� “ �

王冲�了〔�〕�中�
� � �

前两个正交条件是实模态正交条件
，
对于复模态来说

，
又多了一个关于阻尼矩阵 〔��的

正交条件
。

五
�

自由振动
�

��夕�� �玉��二 �

设其解为� � �协����

有�
�
个特征值

� �， � �， … … ， �� ， � �
气 �尹…… ��葬对应 的 特 征矢 量 �伞�

�，
�冲�

�，

�中�
二 ，
�冲

�
��…�币�

�
二斗
其解可写为

�

���
�� ���‘ ��中��

��‘，� �‘�念��币�
，’ �，‘�，

而 ����� ��
� ，�� ，… ，���〕丁

其中 �协
�、
�和 �币

�、 �
带
是币

，、和冲
�，粉
的模

，
中

、
为复角由于 协

��

与冲
���为共辘复 数

，
所 以

其模相等
。

令 。 � �一 二 、。 仓��
���。
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其中�
��为相应无阻尼系统的第�阶固有频率

，
乙
�
为待定系数

。

��� “ ���’ ��协
，�
��

一 �七’“ �，，����‘，��，，� ���“ ��诊
��
��

一 “ ‘ ，“ �，，一二“ �，，一�甲 ‘

� �中
�‘
��

一 �毛’。 � ‘，〔�‘�’ ����。 �‘，� 甲
‘�� ���“ ��一��。 �

‘，� ，，�〕
� �冲

��
��

一�毛‘“ ， ‘，〔���‘ �� �二����� ������� 印 、�

� ��‘ ��一 ��’ ������。 ���� 甲 、�〕
，�’ ��与�产共辘

，
�、�’ �� �

，‘ “ �与�
��‘ �一 �、�’ �共辘

�
，

上述方程可写为
�

���
。 “ ���冲�

、��‘，� �� 、王冲�
，�斋�

�‘�，

其全解为
�

���二 乏���
�

‘ � �

� 乏 〔���冲����，，� ��‘
通冲�

‘��，，�，〕
主二 �

由初始条件
�

来决定�
�个�值

。

、，�·
��之��

�。 二 �

由此可知
，
具有一般粘性阻尼 系统

，
自由振动的解

，
仍是指数衰减形式

。

特征 值的实部

�一 �氛。 劝 表示阻尼
， �一 要卜“ 是衰减因子

，
而特征值的虚部��

�。�即表 示 各阶主 振 动 的 频

率
，
因而特征值

��

的多项式方程不能称频率方程
，
只能称为特征值方程

。

六
�

强迫振动及其模态分析
�

系统的强迫振动方程为
�

���玉越�� ����心�� ������
“ ������

���特征值
、

特征矢量
�

特征值
� ��， ��， … … ， ��， �。 � �’ ， �。 ， �

气 …… ��。 ，

模态矩阵
� 〔们 � 〔�讣���冲��……�劝�

。 ，
�劝�

，
权冲�

�气
· ·

…�冲�产 〕

���用模态矩阵〔们将状态方程解糊
，
为此引入新的状态参量

�

令���“ �们���

状态方程为
� � 〔们�金�� ��们���“ 毛�����

左乘�们
�� �劝〕�� 〔们住�� �中〕���们���“ 〔们 �

������

得
�
�
、 �

、 〕无王�� �、�、
�王��“ 王�����

其中
�
�
、

一�
� ’ ‘

� 忍 � � ��
�

� �
�。 �。�

�

�了����了性、、

一一

‘
��

、�
、沪胜、

、，，�‘����

��

������� �冲〕�通�����一称模态激振力
。

则得到��个非捆合的一阶微分方程 组
�

���

三�� �
、���二 �

�

��� ��二 �
，
�， �

， … … ，
���

�表示为
� 么 � 一

努
�� 卫黔
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由前知
， ����币�

�� ��币�
� � �

左乘�冲�
�� �。�协�

、�△� 。
�中�

。� �冲��
��灌寸�

，� �

得
� �� � 弓生奎丛旦玉些�

二 �如
�冲�

�，��冲�
�

�
� ，�一 ���。 二 一��

���� ��� �
，�

，… ，���

对初始条件进行变换
�

则
�

谧��
。 ��

“

���
。 ���

� ��
。
��� 〔中〕王��。 ��

〔劝〕一 ’
行

。

��� 王�
。

�

���解��个无藕合的一阶微分方程组

又一�
‘
���

���� �
，
�

，… ，
���

二���石�
��、�产一��

���
了饭、、�‘亨、

该非齐次微分方程的解可用���
�� ��积分求解

�

‘ �

�
�二

之�
�� “ ·’��“ ‘一 “ ’‘ ·

方程对应齐次方程的通解为
�

�
，。 ��‘，

故全解为
�

� �
， ， � ， �� �

� � 入� ，，� 、 � ����一�、 � �

“ ’ 一 “ ’。 七
一 ’ 一

个杯�
� ‘ ’ ‘ 、 ‘ ，“ 一 、 ‘

� ‘

���将上述结果变换到状态矢量中去
�

王
�
�‘ 王��

���。 〔劝〕王��
���再由状态矢量还原到原来的物理座标中去

�

行�一���

，�’��卜喘����
〔、 〕、·�·
嗽忠尤

其中冲
��、

劝
�� 、

伞
� �、

中
� �

均为 � � �阶子阵
。

�，����二 〔币� �〕��，
�� 〔劝��〕���

卜

当然
，
这种解是形式上的

，
具体数值解需要 用计算机方法

。

但是
，
我们这样的讨论无疑

地对于解决一般粘性阻尼系统的振动问题
，
将提供极大的方便

，
简化了计算程序

。
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