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有缝薄拱坝的计算与实验研究
兰 振 凯

带

�水利系 �

提 要

薄拱坝是一种空间壳体受力结构
，
基础变形在很大程度上控制着坝体的应力状

态
。

本文采用伏格特假定来考虑地基变形的影响
，
用壳体理论差分法

，
借助坝基虚

结点来实现弹性地墓边界条件的影响
，
推导了弹性固结边界和设置底缝边界条件下

实结点和虚结点的变位平衡方程式
。

通过实例用上述原理进行了计算
，
并通过结构

模型试验予以验证
。

对儿种不同周边条件的薄拱坝进行了实验研究
，
分析和评价了它们的优缺点

，
并

建议 了一种比较合理的边缝坝型
。

曰�� ���

一 月明 舌

拱坝坝型从罗马人提出并修建了第一座��米高的园筒型的鲍姆拱坝开始
，
直到今天

，
各

国学者对拱坝坝体应力计算方法和坝基边界条件的处理都作出了很大的贡献
。

在所有大量的

计算方法中
，
就静力的观点而论

，
建立在壳体理论基础上面的计算方法具有既更接近于实际

又更为精确的特点
。

然而
，
积分这种结构的变位平衡微分方程式时

，
在数学上将会遇到很大

的困难
。

而这些困难则是由于河谷和坝的中心面的形状
、

厚度和曲率半径的变化而产生的
。

而不同情况的坝基边界条件又相当复杂
，
因此

，
想纯粹用分析方法就很难把这些复杂的坝基

边界条件完全表示出来
。

前人对以上两个问题的处理已经做了许多工作
，
处理第一个问题的方法是

�
根据壳体理

论把基本微分方程变换成用位移表示的有限差分方程进行计算
。

而对第二个问题即坝基边界

条件问题的处理
�
国内外一直还在采用经典的坝高延长法� 即把延伸到坝基以外部分也作为

坝体从而假定延伸边缘处坝体与基岩是刚性连接
，
经向

、

切向和法向位移都等于零
，
根据这

一假定条件
，
解以上线性方程组而求得坝体应力

。

本文针对以上两个问题提出了自己的办法� 对坝体变位的计算是根据壳体理论把用数学

积分计算困难的变位微分方程转换成计算比较简便的有限变位差分线性代数方程的 计 算 方

法
。

把这些方程式应用到
�
个直角网格上去

，
最后

，
就可得到一组含��个未知量的 �� 个线 性方

程式
。

这些未知量只是拱坝的中心面在网格结点上面的径向
、

切向和法向位移
。

坝基边界条件

的处理
，
对于弹性地基的影响

，
不采用经典的坝高延长法处理

，
而是利用壳体理论差分法向

坝基外延伸两排虚结点的方法直接实现了坝体与基岩为伏格特 ��
·
�。 幼 �假定的弹性连接

�
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�
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的边界条件
。

二 计 算 图 式

为了利用差分法计算薄拱坝
，
首先需要计算拱坝中面差分点的径向

、

切向和法向三个变

位分量
，
以便再计算坝体的应力

。

因此
，
我们需将拱坝坝体中面展开

，
用间距为

� 的水平线

和�的垂直线将拱坝展开的 中面划分成许多直角网格
，
坝体 内网格的交点称为实结 点

，
同时将

网格沿坝体周边向外延伸两排
，
形成两排虚结点

，
弹性边界条件就是利用这些 虚结点来实现

的
。

见图 ���

计算时
，
每个网格结点和其变位分量用两
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跳泉

冲
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爷 幸 宁

飞
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上

�
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个角标 表 示
，
如

� �盘
、 �盆

、
�盆

，
上角标表示

的是结点垂直列的顺序号
，
下 角标表示的是水

平行的顺序号
。

对于坝体对称
，
而且地基弹性模量也对称

的拱坝
，
则只需形成一半坝体的网 格 就 可 以

了
。

因为根据对称条件可以求得
�

�
盘�

� 一

二
，

�
二� 一 �一

盘
，

、 �一

孟二 �
一

急�

而对于非对称的拱坝
，
则必须对整个坝体和坝基建立弹性网格

。

当坝体和坝基网格划分之后
，
就需要对每个实结点建立平衡方 程 的变 位差分 表 达式

，

再根据伏格特 ��
·
���� �假定的弹性边界对坝基以外的虚结点建 立表示边界条 件 的变位

差分表达式
。

如果划分的是 �个正方形网格
，
那么就可以列出一组含 �� 个未知量 的 �� 个线

性方程式
，
而根据边界条件所列出的边界方程正好补充了因差分点而出 现的坝基 边界 外虚

结点的未知位移分量所需要的方程数
。

将这些实结点和虚结点的变位线性方程一起 求 解
，

就可直接求得所有网格结点的变位分量值
，
在借助于有限差分表示 的某些关 系式就 可 算得

用这些位移函数表示的作用于坝体的内力和应力
。

三 通过平衡微分方程建立结点的变位有限差分方程

�
。

基本假定

根据壳体理论的基本假定
，
我们对拱坝同样也可以近似认为

�
拱坝坝体是连续的

，
完全

弹性的
，
各向同性的

，
受力之后位移和形变都是微小的

，
胶结等材料大体可视为是均匀的 �

而且坝体拱圈都呈园弧形状
。

为计算简便
，
取坝体左右对称

。

�
�

变位微分平分方程式 �

根据以上基本假定由坝体截出一园柱元素
，
利用壳体理论的基本公式考虑园柱元素各个

面应力分量在极坐标中的弹性体平衡
，
即可得到以下三个微分平衡方程式

�

�旦绝
� 十 �
当

一 。

�
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对拱坝结构又作如下假定
�

��� 拱坝产生的垂直变位忽略不计 ，

���侧向接触影响可以忽略
，
取波桑比拼 � 。 �

���拱坝水平丈向厚度不变 �

���取计赫网格为正方形
，
即� 二 �二 场

���经向位移
�以指向轴心为正

，
切向位移为

� ， 见图�
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根据以上假定
，
由极坐标转换成直角坐标后

，
公式 ���就可简化成以下形式

�

�
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气
�一 ， � 。 � �
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、

二 � 气 夕
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� 氏 � 心 比 已

把以上内力式子代入 ���式
，
则得 到 下列

， 微分方程式
�
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结点有限变位差分方程的建立
�

根 据图 �的结点角标标注和差分一般公式就

可以 分别得到以下公式
�

由公式 ���可得到结点 内 力 的 差 分 表达

式
�
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，
经化简合并就可得到以下两个由变位微分平衡方 程 转换成

一般线性代数方程的有限差分变位平衡方程式 ���，
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当计算园柱形拱坝
，
即拱坝法向厚度 �和惯性矩�是一个常数时

，
方程式 ��� 将 变成以

下两个特殊形式 ，
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四 弹性边界条件差分方程的建立

为了应用有限差分变位平衡方程式求拱坝边界内网格结点的变位和应力
，
就必须求出延

伸到边界外的两排虚结点的变位
。

因此
，
就必须利用拱坝坝顶和坝基的边界条件而列出表示

虚结点变位的边界条件方程�

�
。

坝顶边界条件

因为拱坝的坝顶是一个自由边
，
而它的变位事先是不知道的

，
仅知道所有作用在坝顶上

的外力都等于零 �见图��

目�� ����
� � �，
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若按平衡方程计算变位时
，
要 同时满

足这五个条件
，

在数学上是 不 可 能 的
。

而

按克希荷夫等效剪力的概 念
，
可 把 条 件

���
，
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这 里

也采用前 面法 向 变位。 “ �和波桑比 卜士 �
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�
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坝顶边界条件差分方程式 ���中与边界结点�育周围有联系的俘移结点见图�
，
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图 ���
、
���

、
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、

���分别表示坝顶边界条件方程式���中

第一式有三个径向位移

第二式有四个径向位移
，
二个切向位移

第三式有四个径向位移

�
�

两岸弹性坝基边界条件

当拱坝修建在岩石基础上时
，
根据伏格特 ��

·
�。 �� �假定

� 之

���将拱坝和基岩的接触面沿河谷线及拱弧线展开为一当量面 �

���基础变形应根据单位坝轴长度的荷载计算，

���基础岩石质地均匀
，
展开后的平面为弹性半无限体多

���不计上游河谷水压力的影响�

采用前面规定的坐标
，
变位符号

，
根据伏格特 ��

·

��
�� �假定的 基 本 关 系式 按照
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考虑坝基内力的平衡即可得到变位 由内力表示的关系式 ����
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差分法计算步骤

首先按坝体左右对称面两岸坡都倾斜��
。 ，
取坝体一半以�二 �

�

�米的计算距离划分正方

形计算网格见图��
。
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守初边界子什钓王方形计算坷捧 ‘护乡， � ‘ �
耐

拱坝通过划分正方形网格得到
�

坝内共有��个实结点� 其中有�个坝顶实结点
，
��个坝内实结点

， �个岸基 实点结
， �个

坝底实结点
，
还有与实结点的变位计算相关连的��个虚结点

。

然后
，
第一

，
利用以上园拱形拱坝网格结点的有限变位差分方程式

，
���列出 坝 内��

个结点的��个结点变位线性方程式 ，

第二
，
利用 坝顶边界条件方程 ���式列出坝顶虚结点的��个变位线性方程式，

第三
，
利用两岸弹性固结坝基边界条件方程 ����式列出岸坡坝基虚结点的��个变位线

性方程式 ，

第四
，
分别利用弹性固结坝底边界条件方程 ��� �式和设置底缝的坝底边 界 条 件 方程

��� �式
，
分别列 出两种不同坝底边界情况的坝底虚结点各��个变位线性方 程 式

。

这 样 就

分别对两种不同坝底边界条件的坝体各列出了���个变位线性方程式
。

由于计算时 取 拱 坝 左

右对称
，
因此

，
拱冠断面的�个切向位移

� 二 �
，
因此

，
最后各剩下 ��� 个变 位 方程

。

而 在

这���个变位未知量 中包括了��个径向位移
�和��个切向位移� 。

在这二种边界情况的 变位线

性方程里
，
最后只有��个未知量

，
而未知量的系数仅是拱坝形状的几何函数

。

最后
，
在求得这���个变位线性方程组的未知量系数后

，

再利用�����语言 编 写 的无

围代主元消去法程序在��一��乍
一

卜算机上运算
。

就可十分顺利地解得这���个坝体 网 格 结点

的变位值
。

接着在把这些变位值输入计算坝体应力程序 中运算
，
就 可最终 求得拱坝 弹 性固

结边界和设置底缝二种情况的坝体上下游面的法向应力
、

水平应力
、

剪应力和主应力
。

部分结果见表�
，
图�����，
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有 缝 薄 拱 坝 的 计 算 与 实 验 研 究
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图 �� 悬臂梁上下游面法向应力 。 ‘分布圈线图�
�
�弓��计算与试验比较曲线 �

通过 以上对实例用几种理论方法对比计算得出
�

�
�

如果对该薄拱坝采用常规方法时
，
计算结果

，
拱向一般都是压应力

，
而 最 大 则没 有

超过��公斤�厘米
“ ，

然而
，

作为控制坝体断面厚度的拱冠梁上游面则出现了 ��� 公斤�厘米
么
左

右的拉应力
，
这就远远超过了砌体材料的许可拉应力

。

出现这种情况的原因
，
本文认为主 要

是由于拱
、

梁分载法计算时
，
把底拱看做是 自由的

，

没有考虑底拱与地基的共 同作用
，
即没

有考虑拱坝的空间作用
，
故而加大了悬臂梁的应力

。

�
。

由用壳体理论差分法和伏格特 ��
·
�����假定的边界条件方程计算得的 结 果 中可

以看出
�

整个坝面拱向应力变化不大
，
大都是压应 力

，
一般均在 �� 公斤�厘米

“
以 下

。

而

梁上应力却大大的得到了改善
，
上游面梁底拉应力已几倍的缩小为 ��

�

�� 公斤�厘 米
么 。

由

于充分考虑了地基变形的影响
，
在梁的下游面 出现了 �� 公斤�厘米

“
的拉应力

。

但 由 于 拉

应力是在下游面
，
而且由于拱坝的空间结构作用

，
这种拉应力不会造成很大的危害

。

据此可

以初步得到这样的结论
�

对于薄拱坝而言
，
由于考虑地基变形的影响

，
坝下游面会出现梁向

拉应力
，
而且拉应力的大小和范围将随基础变形的增加而 增加

。

同时需要指出
，
本文在实例

计算中没有考虑坝体自重的影响
，

如加上自重对改善梁上应力则是有利的
。

�
�

由用壳体理论差分法加伏格特 ��
·
�����假定的边界条件方程的理论计算与弹性固

结边界的结构模型试验结果的对比中发现
�

���径向变位
�

对于薄拱坝来说
，
在充分考虑了拱坝的空间结构作用和地基变形的影响后

，
其最大变位

不是发生在拱顶
，

而是发生在离坝底���高度处
。

其理论计算最大径向变位值是��
�

�毫米
，

而试验百分表的量测最大值是��
�

��毫米
，
结果基本一样

。

���拱
、

梁应力
�

从针对弹性固结和设底缝边界这两种情况的理论计算与结构模型试验的结果对比中可以
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得出
�

拱向应力
�

两种情况都大体分别相一致，

梁向应力
�
设置底缝的梁上游面计算与试验都是压应力

，
而弹性固结的梁上游面计算梁

底拉应力是 一 ��
�

��公斤�厘米
“ ，

试验梁底拉应力是 一 ��
�

��公斤�厘米
“ ，
在从拱冠梁理论

计算与试验应力对比曲线上也可看 出两条曲线基本吻合
。

由此得出的结论是
�

就是用考虑了拱坝空间结构作用的壳体理论差分法加上考虑了地基变形影 响 的 伏 格 特

��
·

�。 幼 �边界条件方程计算薄拱坝是符合拱坝的实际受力状况的
。

�
�

本文采用的壳体理论差分法和伏格特 ��
·
�����假定的边界条件方程

，
不仅符合实

际的边界情况
，
而且便于掌握

。

一旦坝体网格划分
，
列系数矩阵等准备工作 完 成

，

后
，
对 电

算
，

选用本文采用的用�����语言编写的无围代主元消去法程序在 ��一�� 机上 运算
，
仅

需 了分钟的时间即可求得坝体网格结点上下游面的全部应力成果
。

经试验 验证确知
，
用 这 种

方法求得的应力结果是合理的
。

七
。

不同型式的边缝拱坝的试验研究

由于拱坝的几何形状和边界情况都十分复杂
，
而要完全依靠理论分析 的 方 法 精 确 计 算

拱坝的应力
，
在目前还存在着一定的困难

。

因此
，
本文第一

，
要通过结构模型试验从而验证一

下在利用壳体理论差分法和对不同坝基边界条件的处理应用后计算坝体应力的精度
。

第二
，

对弹性固结
、

设置底缝
，
部分周边缝和全周边缝四种边界条件的结构进行模型试验研究

，
分

析评论各种边界情况的应力状态和破坏机理
。

建议一种比较合理的边缝坝型
。

�
。

材料与比值

四组不同边界情况的模型试验选用了石膏作为模型材料
，
兰色包书纸作为边缝摩擦填塞

材料
。

在试验中采用�
。 子 �的不完全相似系数

，
��� ����的几何比值

，
�女 之 �的面力比值

。

�
。

电阻应变�测 结果

部分量测结果见表�和图���

�
�

且测成果分析

弹性固结边界
�

上游拱冠梁底 出现一 ��
。

�� 公斤�厘米
“
的拉应力

，
下游面在离�� �坝底高度处出 现 了

一 ��
�

�公斤�厘米
“
的拉应力

。

最大径向变位��
�

�毫米 �

设置底缝边界
�

上游面梁上最大压应力为��
�

��公斤�匣米
“ ，
下游面最大拉应力为 一 ��

�

��公斤�厘米
�，

而拱底转角处则出现了��
�

�公斤�厘米
’
的集中压应力

。

最大径 向变位为��
�

��毫米
。

部分周边缝边界
�

上游坝面梁向全部受压
，
最大压应力为 ��

。
�公斤�厘米

“ ，

下游最大拉应力为 一 ��
。

��公斤�厘米
� 。

最大径向变位为��
。

��毫米
。

全周边缝边界
�

梁向上游最大压应力为 ��
�

��公 斤�厘米
� ，
下游面全部受拉

，
最大拉 应力 为 一 ��

。
��公

斤�厘米
� ，
最大径向变位��

�

�毫米
。

通过对弹性全固结
，
设置底缝

，
部分周边缝和全周边缝四种边界情况 的拱坝结 构 模
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的试验研究
，
本文分析认为

�

全周边缝坝
�

由于周边拱拱坝是近年来国内兴建的一种新型坝型
，
优点是

�

��� 无论河谷如何不规则
，

都能通过砌筑坝基垫座保证坝体 周 边的 对 称
、

平 缓
、

连

续
，
从而限制由干坝体不对称而产生过大的扭转应力

。

而
�

民坝基垫座又起构造河谷的作用
，

致使拱端推力均匀分布到大面积基岩上去
，

增加坝体的安全度
。

��� 设周边缝后能减少拱端上游侧和梁底的拉应力
，
周边缝还 可 以 起 到 工 作缝的作

用
。

虽然这种坝型存在以上优点
，

然而它也存在如下的缺点
�

��� 结构比较复杂
，

施工不便掌握处理
，
尤其是对周边缝边界条件的计算处理尚没有适

当的方法可以选用
。

���设周边缝后
，
作用于基础的轴力较大

，

位移也有显著增加
。

尤其是 当单 曲平薄拱

坝设置这种型式时
，
在水平荷载作用下

，
模型出现了明显地上抬位移

，
使 底拱轴 线 拉 长

，

致使在底拱下游面拱冠附近产生裂缝
，
在水平荷载继续作用下

，

逐渐形成直通坝顶 的 垂直开

裂
，
最后

，
拱坝就会像两扇门一样被推开

，
使拱坝结底被破坏

。

设置底缝坝
�

具备的优点是
�

��� 为了便于拱坝设置底缝
，
必须在坝底砌一基座

，

经这样处理后
，
峡谷便 形 成一个

基本规则的梯形断面
，

它不仅能改善坝体的扭转应力
，

而且还能利用这一标准峡谷 断面选择

合适的坝型
。

致使坝底与坝顶中心角相差不致十分悬殊
，
更接近于最优中心角

。

���设置底缝后
，

拱的作用 增加了
，
因而明显地减小了上游悬臂梁底的拉应力

。

���由于设置底缝的拱坝两岸坝端是固结的
，
因此它就避免了周边缝拱坝 在水 平荷载

作用下坝体出现上抬位移的现象
。

虽然设置底缝拱坝具备许多优点
，
但是

，

这种坝型在水平荷载作用下
，
其最大缺点就是
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作用于基础的轴力增加
，
致使坝底水平变位增大

。

坝体下游拱冠附近产生远大于坝体的许可

拉应力
，
因而开裂

，
并逐渐向上延伸至坝顶

，
最后

，
导致坝体破坏

，
丧失蓄水能力

。

而在坝

底转角处
，
还产生了较大的集中压应力

，

这种局部应力集中现象对坝身安全也 是 十 分 不利

的
。

部分周边缝拱坝
�

部分周边缝拱坝即坝体
�

蹄卜固结下部
一

设缝
。

这种坝型除具备以上两种坝型的优点 外
，
它

还具备下列优点
�

���由于部分固结
，
坝体不会出现上抬现象

。

���在底部���模围内消除了上游拱端所出现的较大拉应力
，
在底部与坝基 交 界 处会

出现过大的压应力集中
。

���部分周边缝拱坝对抵抗侧向地震作用是有利的

结 论

�
�

用壳体理论差分法与伏格特 ��
·
�����假定的弹性边界计算薄拱坝的坝体应力将更

能真实地反映拱坝这个三向空间结构的实际受 力状况
。

而且计算成果将比用诸如水平拱
、

拱

梁分载等其它方法更为精确
。

�
�

通过用数学差分变换可以把计算复杂的
，
变泣微分方程转换成计算简单的变位线性代

数方程
，
而在计算机 广泛使 用的 今天

。

解这 样一组简化后的变位线性方程组就更加简便
。

�
�

用坝高延株法不仅存在着由于对不同拱坝坝体的延长高度不是一个定值而不宜准确确

定外
，
而简单地按延伸边缘处是刚性固结

，
三向变位都是零的假定边界条件是不合适地

。

地

基变位对计算拱坝的应力有较大的影响
，
不宜忽略

。

而选用伏格特 ��
·

���� �假定边界
，

用壳体理论差分法的虚结点予以反应这种边界条件
，
不仅与薄拱坝的实际边界条件相一致

，

而伏格特边界在理论上也较为成熟
，
同时具有丰富地使用经验

，
长期以来已基本被工程界所

接受
。

�
�

壳体理论差分法不仅可用在单曲平薄拱坝上
，
而且同样 可应用在双曲率薄拱坝的计算

上
。

它不仅可以用来计算水平荷载作用的拱坝
，
而且也可用来计算温度

、

地震等各种荷载共

同作用在拱坝上的坝体应力
。

对双变曲薄拱坝的变位平衡方程
，
仅未知量的数目有所增加

，

方程中未知量的系数较为复杂一些
，
而计算出的成果同样县有足够的精度

。

用它不仅能对坝

体和坝基是 同一弹模的可以计算
，
而对异弹模的照样也

一

可以计算
。

�
�

由于壳体理论差分法的变位平衡方程中未知数的系数仅为坝体几何形状 的 函 数
，
因

此
，
在对不同荷载作用时

，
仅需修正取决于荷载作用的各项

。

而用伏格特 ��
·
����� 假定

的弹性边界
，
在计算不同边界的坝体应力时

，
仅需修正边界条件变位方程即可

。

所 以
，
对不

同边界条件的拱坝作不同荷载作用的力案计算比较尤其方便
。

�
�

通过用壳体理论差分法和伏格特 ��
·

�。 红 �假定边界针对弹性固结
，
设置底缝两种

边界条件的实例汁算
，
又经实验验证后发现

，
不管是变位或者应力

，

计算和试验数值都十分

相近
。

因此
，
大体可以确认用这种方法和这种边界条件的处理来计算拱坝是一种切实可行的

简便方法
。
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�
�

通过对以上
，
弹性固结

，
设置底缝

，
部分周边缝

，
全周边缝边界坝型的试验研究

，
本

文初步认为
�

在梯形河谷中修建薄拱坝
，
若采用周边缝坝型

，
在水平荷载作用下

，
坝体将上

抬位移
，
致使底拱下游拱冠附近出现裂缝

，
裂缝逐渐扩伸

，
将导致坝体结底破坏

。

若选用设

置底缝坝型
，
在水平荷载作用下

，
由于底拱水平位移较大

，
因此

，
在底拱下游拱冠附近就出

现了较大的拉应力
，
这是导致坝底出现裂缝破坏坝体的不利因素

。

并且在坝底转角处还产生

了较大的超过砌体材料许可的集中应力
。

而部分周边缝拱坝避免了上抬位移现象
，
在离坝底

���高度处消除了拱端拉应力和拱底转角处的压力集中
。

因此
，
初步认为

，
部分周边缝拱坝

是优于其它两种有缝坝型的
，
在修建体积小

，
重量轻的薄拱坝时是值得推广的

。

由于多篇幅限制
，
本文仅列出拱冠梁法向量测应力成果予以对比分析

，
其余试验量测成

果均未列出
。

最后
，
感谢指导教师在作者的研究生学习期间和论文撰写中所给予的指导

。

对实验室和

其它有关老师的指导在此一并表示感谢
。
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