
关于�
��书必

�
积分中几个定理的简明证法

侯双印

�数学教研室 �

提 要

设�是�维 空间中的可测点集
，
即 � 《 ��� � ��

。

本文衬��������权分中几个积分性 质

��上的可积 函数的和也是�上的可积 函数
，
且和的稗分等于积分的和

， �上的可扭函艘 乘

以常数也是�上的可积 函数
，
且常数可 以提到积分符号之外等子 �郊给冉了既简明 又产格的

证明
。

本文所用的实变函数论中的术语及符号均与 〔�〕 中相同
。

为了给出�
������

�
积分中几个定理的既简单又易接受的证明

，
先证下面的引理、

引理一 设

�� ��� � ��
，

�� 似�� 为�上的非负可测函数
，

‘

�� 甲���为�上的非负可积函数
，

�� �《 哈�二�《 甲��� �
·
�

·

于�
，

则 中�二�为�上的可积函数
，
且

�
�

中‘� ’“ �� �
甲‘� ’��

� 匕 � �

【证明 】 因为在测度为零的集合上任何函数都是可积函数
，
且积分为零

。

所以不妨假

定

冲���《 甲���

由条件��及��知

���� �
。

�
�冲‘� ’�� 一 �� ‘ “ ’ ” ”

由条件��及��知

�
��� ‘�，“ � � �� �� ，， ’ � � ��

。

� �

由条件�� 知

��� �中二���� 甲�

故 ���� ，冲�� 二���� ，甲�� � 二
，

即 中���为�上的可积函数
，
且

�
�

中‘� ’“ �� �
�
甲 “ ’“ � 。

� 朽 � �



定理一 设

��� ���

�
�

下饭飞
，于‘恤，都是�上的可积函扎

、

‘
����� �住�也是�上的可积函数

，
且

、，碑‘、�尸�”�切，土自�价男

�〔��� ’ � �‘��〕 �� �

�“
� ’�� �

�
�‘� ’“ �

� � � � � �

【证明】 由条件��及��知
�� 〔�� ������� � ��〕 二 �� �� ������卜 � �� 〕 � �

。

因在一个测度为零的集合上改变函数值
，
既不影响函数的可积性也不影响它的积分值

，

所以不妨假定

���二��� � ��
，
������� � �� �� 〔 � �。

二
’

�
。
当��二���

， ’ 「

艺�盆�� 。时
、

七

，�’ 一叙��
，
����为�上的非负可积函数

，

�’� ����
， ����为�上的非负可测函数

，

故 ����� ����在�上也非负可测�

于是 ������ �����
。 ，
��锹�� ����

�

�
� 。
在�上均为有界可测函数

。

又 ��� � ��
‘

·，� ������ �����
二 ，

������ �����
� �

在�上均为有界可积函数
。

而 ������ �����
。 《 ������

。 � 王�����
。 《 ������ ������ 。

·，�
�

�

�“ �，� �‘二，
� 匕

，·
��《
丁
�‘

�
丁
�‘

“ � ’ �
·
�� �

�
�

�
、

�‘� ’ �
·
��

� 乞

����� �����
� �

��

令
�，��得

�
�

�‘���� �‘���“ �《 �“
�，“ � � �

�‘�，“ �

� � � � � �

《
�
�“ ‘�，� “ � ’ �‘ �

�’� ���� � ����在�上也是可积函数
，

且

�〔 “ � ’ � �‘� ’ 〕�� �

�“
� ’“ � 十

�
�‘� ’��

� 石 � � � �

�
。

当����
， ����为�上的一般可积函数时

，�� ����� �
�
���一 �

一
��� ����� �

�

���一 �
一

���

�，� ����� ����� 〔 ������ ��

��� 〕 一 〔 �一 �笠�� �一 ���

又由条件��及��知

�
�
���

，
�
一
�工�

， �� ���
， �一 ���

都是�上的非负可积函数
。

故由�
。

知

�
�
���� �

�
���

，
�
一
���� �

一
���

均为�上的非负可积函数
，
且

一

封
�



��
“ ‘�，� “ ��，

丁
�〔 ‘一 ‘� ’ � ‘ 一 ‘�，

令 ����� ����� ����
，

����� ����� �
�

���

且由条件��及��易知

�
�

���
，
�

一

���

均为�上的非负可测函数
。

又

��
‘

一
，

�
，

厂
‘予’

�

�
’ ‘

公
‘
�‘ ’�

价
�

一

〕‘杆歹少�’�
’“ 声

歹沪
一��子’“ �

「

‘ 一专
则

勺咋卿
�

洲
’

‘
、

二
‘

�
�
���《 ������ �十 �笼�

�
一

���《 �一 ���� �一

���

由引理一知

�
十

���
，
�

一

��� 扭 �
’

一

都是�上的可积函数
。

于是 ���� � ���� � ����也是�上的可积 函数
，
且

�
�‘� ’ “ � �

� 〔“ �，� �‘�， 〕 “ � �

�二
‘

�

�‘ 之钱�� �
、

�一 ‘�，�� 。

� � � � � � � �

��
’

����� ����� �
�

���一 �
一

���二 〔 �� ���� �� ���‘ 〕 一 〔 �一 ���� �一 ��� 〕
�，� �

�

���� 〔 �一 ���� �一 ��� 〕 � �一

���

故由�
。

得
�
〔
犷
‘�’ ‘ �“ ‘ ’

「

〕

尸
‘

��� “ ‘ �

仁〔 ‘一 “ ’ 十 “ 一 ‘护 城
布

��
�

� � � � � 匕

蕊

��泛�� 土
、

千� “ ��，� �“ �， 〕��
� �

于是

�
�‘“ “ ‘ ’�’ 一

�
�

厂
一 “ ’�二 “

�
�〔“ ‘� ’ � ‘ ’ “ ” �‘ 一

王
，“井“ ’� ‘ 一 “ ’〕“

二

�
� ‘
�‘ ，�‘ �

�
�“ “ ，“ 一

�
�‘ 一 �‘ ，奴 ”

�
��代 ‘·，‘ �

‘

一

�
�‘��� �‘ 十

丁
�“ �� �‘ � �一

’

即
�
�〔 “ ‘ ，� ���， 〕�� “

�
�“ �，‘ � �

�
�“ � ’ “ � 。 、

定理二 设

�� ��� � ��
，

�� ����为�上的可积函数
，

则 ����为�上的可积函数的充要条件是

�����
，

在�上为可积函熬
。

【证明 】 �
“

必要性

由条件��及����为�上的可积函数知

�
�

���
，
�
一

���

均为�上的可积函数
。

。 一�莎每一



而 于������ �
�

���
、

�� �
一
���

由定理一知�����为�上的可积函数
，
且

��“
� ’��� �

�“ “ ’�� ‘
�‘

一 “ ’�� 。

� � � � � �

�。
充分性

由��知�
�

���
，
�
一

���均为�上的可测 函数
。

又 ��� ���

�
‘
���《

’

�����

�
一
���《 ’

�����

且 �����伪�上的可积函数
。

�’� 由引理一知

�
�

���
，
�
一

���

均为�上的可积函数
。

于是����为�上的可积函数
。

定理三 设

����� � ��
，

�� ����为�上的可积函数
，

���为一常数
，

则
�����在�上也是可积函数

，
且

�
�“ �，“ � “ �

�
�“ ‘ ，��

� 尽 � �

【证期 】 由条件����及定理二知
‘�����

，

为�土的可积函数
。

故由定理一知
�������

‘

�� �� �， �， �
， … �

均是�上的可积函数
。

又由��知���� 为�上的可测函数
，

所以

�
������

也是�上的可测函数
。

又有自然数�
，
使

������《 �������
�’� 由引理一知

�
������

也是�上的可积函数
。

故 由定理二知
�����

为�上的可积函数
。

下面证明
�



�
�“ �，�� 二 �

�
� � �

������
。

��� 当
� � �时

，
显然成立

。

��� 当
�
��时

① � � � �� � �
，
�

， … �

由定理一知

�
�“ �，“ � 二 �

�
�“ �，�� 。

� � � �

② 。
为正有理数

·

盖时

，�’

�
” ‘��，“ � � ”

�‘��，“ �

� � � 尽

�� 一 。

�
���、 ��

、
�
苦‘‘�

、�了�� �共��
二

� � 仁���

而由定理一知

�
��

�盒
‘�·�
�
�

一�
�

合“
·，‘ ·

·

�

�
�

盒‘�
·��一希丁

�‘��，��

③ 。
为正无理数时

因。 为正无理数
，
所以存在正有理数数列�

� 。 �

�� �� � 。

����
。 ，

�� � �
，
�

， · · ，

…

��� 当�，��时 ， � 。 ，�，
�

�，� 。

又 � �

�
�
���《 ��

�

�����
。
�
丰

���

� �

�
一
���《 ��

一

���《 � 。
�
一

���

月
�

� 。
�
�

���
， ��

十

���
，
�

。
�
�

���
， � 。

�
一
���

， ��
一
���

故由引理知

�
、

��
。

�满足
�

�
，

�
�

�
一

�劝 在�上均为可积函数
。

�
� ·
�“ ��“ �� �

��“ �，�� 《 ��
·“ ‘�，��

� � � � � �

�
� ·
�
一 ‘�，�� � �

�‘一 ‘�，“ �《 �
�

�
·‘一 ‘�，��

� � � � � �

又由②得
� ·

�
� “ “ ，“ 《

�
��“ ‘·，�· ‘ “ ，

�
�“ ‘·，‘ ·

� ·

�梦
一 ‘�，‘ ’ 《

�
��‘一 “ ，‘ �《 � ·

�
�‘一 ‘�，

，

“

令
�” ��得

�犷
‘· 。二，。 �

�
�。 ‘一 �·，。 二

二 �

�
�‘·
��，�二

丁
�‘一 ‘·，��

�一 �

� � �二 �

·
��

·



� � �一 �二 �得

�
��“ ‘�，“ � 一

�
��

一

����� � �

�“
����

、

一
‘

�

� 匕 � � � �

又由��� 知

������ �
十 � ��

�

���

�������
一 二 。 �

一

���
·，�
�

�����“ � � �

�‘��，“ � 。

� � � �

且

��� 当 。 �� 时

�证法一� 因为当。 ��时

������ �
十 � 一 ��

一

���
，
�
����� �

一 � 一 ��
�

���

������ �
‘ ，

�
�����一 �

‘
���

，
�
一

���在�上均为可积函数
，’

所以由 ���知

�
��

�“ �， ’一 ‘ �

�
�‘ “ “ �， ’一��

�
�一 �‘ 一 ‘�，“

�
� 一 �“ ‘� ’“

� 一 �

尸
一

�����二

� �

两式相减得

� 一 �

�
�“ “ ’ “ ‘

� 匕

� 产 ， ‘

��� ���

�一
�

�“ � ’ “ � � �

�
� � � 七

�证法二� 由 ���知

丁
一 �“ ‘ ’�‘ “ 一 �

�
“ � ’�‘

·，�
�

�“ � ，��

� �

又由定理一知

“

了
‘

�“ ‘狱 ’“ 气

�

�
�

一 “ � ，‘ � �

一 �

�
�“ � ，‘ � 一 。

�
�“ ‘你 ’ ‘ ’ “ � “

一

乡
�一 。 “ · ，“

�
��“ � ’ “ �

� 匕
�

� 〔 “ “ � �� �一 �，￡‘� ’ 〕 “ � 一 ”

� �

�
���� ���

�

即 �
�‘�� ’ “ � � �

�
‘�� ’�� 。

� � � �

则

定理四 设

�� ��� � ��
， ，

‘

�� ��� �为�上的可测函数
，

����� �为�上的非负可积函狐
�

� �

� �

�� ���
� ��《 ��� � �

·
�

·

于�
，

��� �也是�上的可积函数
。

【证明 】 由条件��知
���� �伪�上的可测函数

。

又由条件������及���� �伪�上的可测函数知 �由引理 知 ����� ��为�上 的 可 积 函

数
。

所以由定理二翅��
� �也是�上的可积函数

· ‘ 、 ，
· � � ·

�

…以上对集合�的测度为有限时
，证明了�

“
��

�， �
积分中的几个定理

，
下面讨论�的测度 为

， �母
，



���时几个类似的定理
�

引理二 设

�� �� 二 ���
，

�� 协�� �为�上的非负可测函数
，

�� 甲�� �为�上的非负可积函数
，

�� ��冲�� �《 甲�� �
，

则 冲�� �为�上的可积函数
，
且

�
�
币�” “ 《

�
�甲 ‘” ‘ ’ 。

则

因证明与引理一类似
，
故略

。

定理五 设

�� �� � 十 ��
，

�� ��� �
， ��� �都是�上的可积函数

，

��� �� ��� �也是�上的可积函数
，
且

�
� 〔 “ � ，� �‘� ，〕 �� �

�“ � ’ �� �

卜
‘� ’�‘ 。

沙 肠 � �
� 、

� �

�证明】 设� 、 ��� �
， �， �， ” ·

�均为�维区间
，
�为�维空间

，
且满足

�

�����里�
�
二�

�
二…��、二 … ， 二

�二
�

��� � � � � 。 �

�� �

令 � 、 二 ��� 。 ， 则� ‘ ��二 �
， �

，
一 �均为可测集

，
且

�� 、� � ��
，
� 、二� 、 十 一 ��二 �

， �， … �

及 � � ��� � 、

����

�
“

当���
」

�》 �， ��� �》 �时 ，

，�’ �� 、� � ��
，
且�� � �

， ��� �在� 。上均为可积函数
，

由定理一得

� 〔“ � ’ 十 �‘ � ’〕 �� �

�“ � ’�� �

�
�

��� ’�� �“ 二 几， “ ‘ … �

� �� � �� � ‘ 七
’ � � ， � 、 ， �

‘

州

且当 ����时
，
有

� 〔“ � ’ � “ ‘� ’〕 �� �

�“ � ’ “ ‘ �

�
�

� � � � � 五

��� �试才� 十 。

��� �
， ��� �为�上的一般可积函数时

，

�
�

�� �
，
�
一

�� �
， ���� �

， �一 �� �都是�上的非负可积函数
，

卜

�

产

�
�

得

〔�� �� �� �� �� �〕 ��

〔�� �� �� �一 �� �〕 ��

�

�
�“ ‘ � ’��

一

�
。 ‘一 ‘·

，

���

�十

�� ��� � � ��

�

�
一 “ 一 ‘� ’ “ � ‘ �� 份

� 匕
� 、 ‘

��土��由
产��，‘�龟�﹄

��� �二 ��� �� ��� �
，
则

��� �� ��� �� �
�
�� �一 �

一

�� �

��︸�︸令

�
��

�



由条件����及引理二知

�
�

�� �
，
�

一

�� �

都是�上的非负可积函数
。

于是��� �二 ��� �� 盯 � �也是�上的可积函数
，
且

�
” ‘� ’�� “

�
� 〔“ � ，� �‘� ，〕 ��

� � � �

�

�
�

�“ � ’“ � 一

��
一 ‘� ，��

� � � �

，�� ��� �� ��� �� �
�

�� �� �
一

�� �

��� �� ��� �� 〔�� �� �� �� �� �〕 一 〔�一 �� �� �一 �� �〕
�

�

�� � 〔�一 �� �� �一 �� �〕 � �
一

�� �� 〔�� �� �� ��

�� �〕幼得

故 由�
。

�
��

· ‘ · ，�二

�

�
��

一 ‘ · ，��

�

�
� 〔‘一 ‘� ’ � �一 ‘· ’〕

、

‘ ·

�

�
� 〔“ ‘ � ’ 十 “ ‘� ，〕 ��

�
� 〔“ � �� �‘� ，〕 �� �

�“ � ，�� 十

�
�‘� ，“ � 。

� 书 � � � �

定理六 设

�� �� 二 � ��
，

�� �� � �为�上的可积函数
，

则 ��� �为�上的可积函数的充要条件是

���
� ��

在�上为可积函数
。

此定理的证明与定理二类似
。

定理七 设

�� �� � � ��
，

�� �� � �为�上的可积函数
，

�� 。 为一常数
，

则
���� �在�上为可积函数

，

下
�� “ � ，�� 一 �

�
� � �

且

��� ���
。

�

【证明 】 由条件����及定理六知

���� ��

为�上的可积函数
。

故由定理五知
� ��� �� �� “ �， �，

一 �

都是�上的可积函数
，

又由��知��� �为�上的可测函数
，

所以

�
。 ��� ��

也是�士的可测函数
。

，
��

�



又有自然数�
，
使

�
���� ��《 ����� ��

�’� 由引理二知

�
���� ��

也是�上的可积函数
。

故由定理六知
���� �

为�上的可积函数
。

下面证明
�

�
���� ���

�

��� ���

�

�
色���

�一一

�
�

当
�
��时

����� ��
十 � ��

�

�� �

����� ��
一 � 。 �

一
�� �

�
����� ��

十
��

��

�
�

�� ��工

�互

尹�‘��
�一一

厂

�
砂

一︸

户

�
�

�一︸

�直�
“ ‘ ”
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显然也可用定理三的证法 二证明
。

定理八 设

�� �� � � ��
，

�
�

�工
�



����� �为�上的可测函数
，

������为�上的非负可积函数
，

������ 户�戒��� �
，

则 �� � �也是�上的可积函数
。

证明与定理四的证明类似
。
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