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本文简要综述 了结构拒阵分析中的一个重要的变换关 系—逆 步变换
，
时几个应用实例

作 了讨论和分析
，
文中最后介绍 了在解决实际结构计算问题时

，
藉助逆 步变换而导出的一个

过渡单元一一墩柱单元的刚度分析公式
。

在结构矩阵分析理论中
，
逆步变换 �。 ������������� ���� ��������� � �是一个简单而

极为重要的矩阵变换
。

实际上结构的单元分析和整体分析都要依靠这个变换关系来实现
。

下

面分四个部分讨论这一问题
。

一
、

逆步变换的表述

首先
，

我们采用形式化的方式来表述逆步变换关系
。

假设结构上作用了广义力向量

�� �� 〔����… �，… �
。 〕丁 ���

相应地有广义位移向量

�� �� 〔� ，� �… � �… � 。 〕� ���

两者的阶数相同
。

这里广义力向量 ���被理解为用来确定结构上的外力或者内力或者 应 力

的一组参数
，
而广义位移向量 毛

�
�则是用来描述结构位移或者应变的一组参数

，
它与 广 义

力向量应当构成下列形式的功的表达式

� � �� �� �� �� �� �� �� � ���

即

� � �，� � � ��� � � … � ��� �� … � �
。 � 二

����

显然
，
功的表达式���成立的条件是

�

当 夏� �中任一广义位移分量� �钾 �
，

其它的 位 移

分量
� �� ���� �

，
�

， … ， � ，
�今 ��时

，

在 �� �中仅广义分量� 。
做功�

�� �，
其它 的 广 义

力分量不做功
。

或者
，
当 ���中任一广义力分量��斗�

，
其它的广义力分量 � �二 ���� �

，

�
，
二

， � ，
�粉 ��时

，
� ‘
的功为� 。� ，。

这样的一对广义力向量 �� �和广义位 移 向量 夏� �

就称为共扼的向量 ����������� ����� �� �
。 〔 ‘ ’ 。 ’ “ 例如当两个力 〔����〕�沿着直角坐

标轴� ，
�方向

，
位移 〔� �� �

�� 也沿着� ， �轴方向时
，
功的表达式���成立

，
即有

� � ��� �� ��� �

所以这一对向量是共扼的
。

但是如果两个力 〔����〕丁 的夹角不是直角 ，
而是成任意一 个 角

度�
，
若设位移 〔� �� �〕� 沿上述两个力的方向

，
如图�所示

，

功的表达式���不会成立
。

即



�斗 ��� 一� ��� �

这是因为�
，
既在位移

� ，
上做功

，

所以
，
这样定义的向量 ���二

也在位移
� �
上做 功

， ��亦 然
。

、

帆卿
’和
叫

一
‘

执
。 �〕凡不

是共扼的
。

为了使力和位移相互共扼
，
一个最常用的方法是 将 力

和位移沿三个互相垂直的坐标轴方向分解
，
即定义

「

�� �� 〔� ，二 �，，
�� �

�� �
�� ，

�� �

�’ ���

�
，�
�� 〔� ， 、 � ， ， � � � � � � � �， � � � 〕� ���

上式中�
�二 ，� �， ，

� ��

和
� ‘ 二 ， � �，， � ��

是力� ，
和位移

。 ���� �
，
��

沿三个坐标轴方向的分量
。

可见功的表达式 ���成立
，
即有

图�

�

� � 艺 ��
�� � 。 � � � ，， � ，， � � 一� � ，�

�� �

� �� �� �
�
�

所以
，
按照式���

、

���的方式定义的向量 ���和 �� �是共扼的向量
。

在广义力向量 �� �和广义位移向量 王
� �互为共扼的约定之下

，
我们 有 下 列

一

两
一

个 定

理
�

定理 � 设结构上有广义力向量 �� �
� � �，

王� �
二 � �
和广义位移向量 �

� �
� � �，

� �

�

口 � �� 其中向量 ���与 �
。 �共扼

，
向量 王户�与 王五�共扼

。

如果存在一个线性变 换
、、产‘、产八匕月了了‘

甩‘

了、二 、 � � 〔�〕 。 � 。
�� �

� � �
�

并且功的表达式

麦
�
�� �� �� �百�

� �户�

对于任意的�
�
�成立

，
则下列变换关系成立

一

�� �� 〔� 〕� �户 �
证明 将式���代入���得到

���

� “ �����
� ��

�
� 〔� 〕� 〔 � �

由于�� �的任意性
，
故有

、 � �� 〔� 〕� �� �
定理� 设广义力向量�� �

， � ，，
�� �

二 � ，
分别与广义位移向量�� �

。 � �，

�几 �
二 、 �

共扼
。

如果存在一个线性变换

�� �。 ， 二 〔� 〕 二 � �

�� �
。
�� ���

并且功的表达式

�� ���� �� �面 �，�五 � ����

对于任意的�� �成立
，
则下列变换关系成立

��

卜 〔��叹 五
�

� ����

证明 将式 ���代入����得到

�� ���� �� �� �� 〔� 〕��〔 �
由于�� �的任意性

，

故有
�

口

�� �� 〔� 〕丁�百 �



从上面定理的证明可见
�

‘

�
�

向量�� �与共扼的�� �同阶
，
�户 �与共扼的�江 �同阶

，
但�� �

、

王 ‘ �与�� �
、

�住 �阶的数可以不同
。
即参照某一坐标系或节点自由度的一组力和位移变换为参照另一坐

标系或节点自由度的一组力和位移
，
变换的

、

自由度数目可以不同
。

�
�

定理中的条件
，
即式���或����纯粹是一个数学表达式

，
它表示功的不变性

，
并 不要

求物体处于静力平衡状态
，
所以一般地它不是虚功原理的表达式

。

但可以
、

认为虚功方程是式

���或����的一个特殊情况
。

下面可以看到
，
在某些情况下式 ���或 ����是虚功方程

，
而在另

一些情况下是应变能不变性的表达式
，
等等

。

�
�

定理未涉及到材料的性质
。

�
�

由式���可知
，
�五 �与�

�
�之间只能是线性关系

，
同理�户 �与�� �之间也只能 是

线性关系
。

定理�说明如果以位移 通“ �线性表出位移 �百 �的变换矩阵为 〔�〕 ，
则 以力 ���线 性

表出力 ���的矩阵为转置矩阵 〔�〕 � 。

而定理�说明
，
如果以力 �� �线性表出力�户 �的

变换矩阵为 〔� 〕 ，
则以位移�百 �线性表出�“ �的矩阵为转置矩阵 〔� 〕�。

力和位移的这

种变换关系称为逆步变换 〔�，�，�� ，
��

，
��

，��〕 可 以用下图来表示
�

而定理能够成立的关键在于功的不变性
，
即 式���或

���的成立
。

定理王多用于刚度法分析
，
而定理�多用于

柔度法分析
。

本文着重讨论前者的应用
。 ‘

当 〔�〕 或
〔�〕 为非奇异的方阵时 ，

显然有

〔� 〕 � � 〔� 〕一 ‘
或者 〔� 〕一 ‘ 二 〔� 〕�

七
、 一困，包
了肠�飞户�

二 �“ 了
了

��少
�

乡半牛勿

只要稍为留意观察
，
就可以看到

，
在结构矩阵分

·

图 �

析中
，
涉及到力之间或者位移之间的各种线性变换在一定条件下都遵循逆步变换的规律

。
弄

清楚这个简单而又重要的变换规律
，
不仅有助于系统地理解和记忆有关的公式� 而且重要的

是在进行单元分析和整体分析时
，
它是一个有力的工具

。

例如
，
当力的变换 关 系

，
根 据 物

理的考虑很容易求得
，
而位移的变换关系不易看出时

，
我们即可由前者求出后 者

。

反 之 亦

然
〔�， ��〕

利用逆步变柳很容易得出刚度矩阵和柔度矩阵的变换公式
。

例如
，
设参照某 一 坐 标 系

或节点 自由度的力�� �和位移�百 �由刚度矩阵 〔�〕 联系在一起，
即有

‘ ”

�� � 〔�〕 �五 � ����

而参照另一坐标系或节点自由度的力 �� �和位移�。 �由刚度矩阵 〔�〕 联系在一起
，
即

�� �� 〔�〕 �� � ����

如果位移按照下式变换

�五 �� 〔�〕 �� � ���

并且设定理�的条件满足
，
则有

�� �二 〔� 〕��西� ���

将式����代入上式得到

�� �� 〔�〕� 〔狡〕 �� �� 〔� 〕� 〔孔〕 〔�〕 ��
�



将上式与式���� 比较可见
，
刚度矩阵的变换关系为

〔 � 〕 二 〔�〕 � 〔�〕 〔�〕 ����

当 已知 〔��和 〔��时 ，
即可按上式求出式 ��� �中的 〔�〕 。

如所周知
，
在矩阵位移法中

，
这

是一个普遍应用的公式
。

在单元分析中进行坐标变换或者节点自由度的变换
，
在整体分析中

进行单元组装
，
都要应用上述公式

。

实际上它只是通过简单的逐步变换而导出
。

定理�
、
�和公式

��� �是本文下面讨论间题的基础
。

公式 〔 �� �所表示的变换属于相合变 换 �。 。 �������

�������������� �
， 〔 ‘ ’ 。 ’ ‘ ’ 〕对称的方阵 〔兀〕经过这样的变换以后 ，

得到的 方 阵 〔�〕 仍
然是对称的

。

二
、

常见的逆步变换实例

下面列举一些结构矩阵分析中经常遇到的逆步变换实例
，
加以讨论

。

其中有的可能未被

注意
。

�
�

坐标轴旋转时力和位移
，
应力和应变的变换

在杆系结构分析中
，
需要将对应于局部坐标系的杆端力和杆端位移变换为对应于结构坐

标系 〔 整体坐标系 �的杆端力和杆端位移
。

这是所熟知的力和位移的坐标变换
。

为了说明逆步的关系
，
仅须 以平面彬架的杆件单元为例

。

设局部坐标系和整体坐标系中

的杆端力和杆端位移向量分别为

《杯�� 〔 叉�

万
，
下�了�〕丁

�� �� 〔 �
一 ，万

一 ，
几

‘

亏 �〕�

以及

‘、

�
甲�����、���口�

毛��� 〔� 。� 。����〕�

王。
�� 〔。 ，� �����〕�

如图�所示
。

显然可见
，

杆端位移的变换关系

为 毛万 �� 〔 � 〕 �� �

式中

��
�，

匕口…�
��

���中 ���小
一 ��� 中

���小

� �

� �

�� �小
一��� 中

由于本例满足定理 �的条件
，

�� �二 〔 � 〕 ��了 �

� �

� �

���中
�� �
中

所以

��

气才了
“

����

‘

�
���气

一一
、��

�
二�胜、

图�

�� �

另一方面
，
直接由图�知杆端力之间的变换关系与式 ���相同

，
即

�� �� 〔 � 〕�� � ����

可知现在变换矩阵〔 � 〕是一个正交矩阵
，
即

〔 � 〕一 ‘ � 〔 � 〕 �



这是坐标轴旋转变换的结果
。

在这个特殊情况下
，
单元刚度矩阵的变换为正交变换 〔 ’ ，〕

〔 � 〕 � � 〔 � 〕 丁〔 �
一

〕 �〔 � 〕 � 〔 � 〕一 ‘ 〔 瓦 〕 �〔 � 〕

在弹性力学中
，
属于正交曲线坐标系的应力分量和应变分量的坐标变换也满 足 逆 步 关

系
。

为了书写的简便
，
也仅以平面向题为例

。

如图�所示
，
作用在从�点取出的微小三棱柱体

各侧面上的应力分量之间的关系为 〔 ’ ‘ 〕

�，�口
�� � �� ��� �� ��� ������

��� �� �� ��� 一 ��� ������

一 �� ������ �� ������ �� ���一 ��� �

仁一一， 尤

� � ，�
、

马�叫
�

�
�

�
�

�
�、 ‘

一一

、 、 、�
�
了︸

��几
����
�

�
、

����

简记为

�万 �� 〔 � 〕�� � ����

设与应力分量�万 �� 〔� 夕 ，丫 �，〕 �共扼的应变分量为石
。
�� 〔

�“ �� 〔 � �� �� 二 ， 〕 丁共辘的应变分量为�� �� 〔 。 二 。 ，丫� ， 〕 �。

下
，
应变能密度不变

，

故有 〔 �〕士�万 ���百 �� 十�� �
�
��

式 ����是以应力和应变的乘积来表示的
。

由定理�知

‘
�

图�

。 ‘ ，
� ‘ ， 〕 �。

而与应力分量

因为不论在那个坐标 系 之

�
。

现在功的不变性的 表 达

�
名
�� 〔 � 〕 ��万 � ����

弹性力学应变分析的结果
，
证实了上式的正确

。

�
�

刚体上的力和位移的变换 〔 ‘ ’ 。 ” �， ’ “ 〕

仍然以平面力系为例
，
设在刚体上的�点作用了力系�� �� 〔 � �� �� � 〕 �， �点的坐标

为��
， ��

。

我们将这个力系向�
�点简化

，
设简化以后的力系为�丁 �� 〔� ��� ����

�〕 �，
��点

的坐标为� ��， 了 ��如图�所示
。

令与力�� �共扼的位移为�
�
�� 〔 � �� ��� 〕 �，

与力�贾
一

�

�‘�‘��‘���卜��呀
几

��
衬勺口

共扼的 位 移 为�
�
�� 〔 � 一�� 一���� 〕 �设 位 移�� �和

�万 �很微小
，
则由刚体平面运动的几 何关系可得 下 列

的变换式

� �

� �

� �

飞飞飞
自�川召妞

�八口
�厂���

�
、、、

�
��
夕�

����及�一产�
�����、

一一

、�
�

���夕

� ���一 ��
，
�� � � 一 �

������勺���
���������

中式

式 ����简记为

�万 �� 〔 � 〕�
由于功的不变性

毛� �
�
毛� �� �

����

�� � 图�

百 �
� �� �

而有
，

�� �� 〔 � 〕 ��� � ���

直接应用力的平移法则
，
由图�可以看出式 ���是正确的

。

如果平面杆系的杆件单元两端带有刚域
，
如图 �所示

。

可以选择刚域中 的 某 两 点�
，
�为

“
主节点

” ，
杆件与刚域的交点�

�，
�
�
为 “ 从节点

” ，
利 用上面公式���� 中的变换矩阵和 式

��吐�
，
将对应于捍件弹性部份的单元刚度矩阵 �即表示从节点的杆端位移与杆端力之间关



系的单元剧度矩阵 �变换为表示主节点上的位移与力

的关系的单元刚度矩阵
。

同时作用在�从节点上的等效

节点祥载� 按照式招 �可以方便地变换到生节点上易
�

现在的变换矩阵〔 人
� �

�为仁 丫
‘ 、 �

‘一 �
，

抢�

、
� ，

一
、

’
一

�
‘

、

�
。

��

了
�

�
‘

�

〔 叭 〕 二 �
， 、

�
“

…”

��

�
一

���

� ��至

� �

� �

� �

� �

了
‘ ， ，，

、
�

�

’ ‘
�之

�

�

一

���

���
图 �

、��

州
训
斗
�

�
试口
、‘︸�

式户
、 ‘

几飞
�

���一 �
�

走一 � �，

�二�
�二 � 、 �一 � 坏

��� � ��

�了�� � ��

�必
，� 、，

一 �、

外为钊内为之
‘

间的变换

我们考虑杆系结构
。

设结构的节点位
‘

春向量从 讨
，

� 、

曰
一 ， � 「 ， ，

由荃部革元的叙点在颧 量
，

飞
�

依

军军端�裂蕊二拭洋半飞
共 。

的拿部单元的节点办 �现在是 内寿�为仁�
一

卜 如果装构处于平衡状态
，�

由虚功原理
，
对于

任意的虚位移�
。 卜

�
，

下面的虚功方程式成立
�

� ‘ � �

、

�
� �

�
�� ��� 万 �

�
�� 工

、 气�

�
�

�

这里功的木变性的表达式 ���表现为虚功方程
� 由定理争可得

‘ 几
�

，
·

一
、 、

�� 卜 〔 � 〕 ’
�厂 �

·

现在褥烈时这个式子就是结构上的节点荷载 �外力 �与单元节点力 �捍端内力 �的平衡方程

式
。

在前面和以后所讨论的几个例子中
， �

或者在一 般情况下
，

逆步变换关系的成立并不要求

结构处子平衡状态认但这里在研究结构上的外力与内力的关系时
，
则是从平衡状态出发的

。

所以� 现在是定理一的一个特殊情况
。 、

』 ’

� 一
’ ‘

、

如果将全部的单元刚度矩阵排列成拟对角阵 〔 �
一

〕 ，
即未装配的整体刚度叛阵

，
则由式

����就得结构的整体刚度矩阵
。

由这个式子可 以推导出直 接刚度淤
“ 勺。 �

�
、

荷载向节点移置—等效节点荷载
，

“
一 ，

� 、

一

无论对于杆件单元或者连续体的有限单元
，

当荷载向量�� ��现在先假设 为 集 中荷

载 �作用在单元内的某一点时
，
实际上也是采用逆步变换将这些非节点荷载移置到结构的节

点上
，
构成等效节点荷载的 〔 �几

� ·
卜 � �

、

设单元内
�

部各点的位移模式为 〔， 〕 �一

一
�‘ 八

� · �

卜 。

咬 介�淤工�于七吞工
�

叫
一 ， · ‘ ， “ 、 ， ’

一
�

卜
，

�
·

� ����一
�

式中�
�

解玉是单元的篮点位移向量
， 一

工��为形函数
，
工 介�为单元内任意一点的位移

。

例如



对于平面问题���
� 〔 价 � 〕 了， 此处 。 ， �为坐标事

，�的函数
。

令等效节点荷 载为 仁界
�
贪祛

要求这个荷载�� �在任意的节点位移上的旗功与原荷载方卫
�

�在某作用点相应的位 移上的

虚功相等
，
即要求下式成立

���
丁�� �二 �乙 �

丁�
、

� �

由定理�就得到

�� �� 〔�〕 丁�� � ����

当单元内受分布荷载的作用时
，
利用上式作积分

，
仍能得到相应的等效节点荷载

。

一 �，
一

、 �

式 �“ “ �适用于各种有限单元
。

对于杆件单元
，
式 �“ ‘ �中的形函数

’

〔�〕 是植确 的表

达式
， 犯“ ’ ‘ “ 〕 故由式 ��� �求得的等效节点荷载是精确的

。

�
�

多自由度体系强迫振动的振型分解法

“
，

…
’ �，�

「 ��

�
� 一

�
�

为书写简便
，
只考虑无阻尼强迫振动

。

如所熟知
，
多 自由度体系泽迫振动的微分方程式

为饰 〕 二 价
· � · �

〔�〕 �� �十 〔�〕 �� �� �� �
‘

一
�

一 �
干�妙

�

、

式中 〔�〕 ， 〔�〕 分别为质量矩阵和刚度矩阵 ，
�� �为节点位移

，
它是时间 走的

，

闷数
。

�� �为�� �对于时间�的二阶导数
，
即加速度

�
设体系的固有频率以及相应的丰振型都已

求出
，
将后者规格化以后排列成为振型矩阵 〔��〕 。

利用这个矩阵将体系原来的坐标�
、

为�潭

过一组新的广义坐标�� 、
�， 即正则坐标线性表出

�

�� �� 〔�、 〕 ���
�

而 �� �� 〔��〕 ��、
�

设与正则坐标一一广义位移 ��
，
�共扼的广义力为�

功相等
，
即��

�
�
�
��

�
�� �� ���� �

由定理 �可得

��
、
�� 〔��〕 ��� �

将式 ����代入上式得到

� �舰�

��连��
�、
�

，
对于任意的位移��

、
�黑

’

求盏

����

�

再将式

�

�、
�二 〔� 、 〕 � 〔� 〕 �� �� �

‘

�� �
、
了 〔�〕 �� �

����

�� �二

���� �代入上式得到
〔��〕 ， 〔�〕 〔��〕 �云 �� 〔��〕 ， 〔�〕

二

〔��〕 �火、
�由于振型向量

的正交性
，
上式最后成为

’ 、

�云 卜 〔��〕 �� 、
�一 、 �、 �

·

介�

这里
‘

〔��〕 � 〔�〕 〔�� 〕 � 〔 �〕
」 ，

〔��〕 � 〔�〕 〔��〕 二 〔�� 〕
式中 〔 �〕 为单位矩阵而 〔�� 〕 为对角矩阵公现在式 ��� �成为非耪合的了

。

由 仁面的推导可见
，
通常的强迫振动的振型分解

，

法与逆步变换是密切相关的
。

教科书上不是这样推导的
，
实际上式 ��� �中的��

、
厂

�满足式 ��� �的逆步关系
。

虽然一搬

三
、

逆步变换中的�’�题
当采用式 ���首先进行位移变换

，
然后再按式 ���进行力的变换时

，
�

由予实际洞题的



复杂性
，

为了简化计算
，
有时在几何关系的表达式 ���中引入近似性

。

例如上面所引用的式

��� ��对于连续体的有限单元来说
，
就是一个近似的表达式

。

下面我们讨论一个富有启发

性的例子
。

静凝聚方法 “ 二 常常用来消去刚度方程式中某些从节点或内部节点的位移
，
而只保留主

节点龚外部节点的位移
，
以减少方程式中的节点位移未知量

。

其做法是将节点 位 移�色 �分

为两部分 〔 ‘ 。 � ，
即令

�扮�� ����

、�，�，��夕饥阮�‘�、�

其中�色
�

�为欲消去的从节点位移
，
而�各

。
�为丰节点位移

。

亦进行分块
，
即将式 〔�〕 �各 �� �� �按下述形式分块

�

相应地将荷载向量和刚度矩阵

�︸

、
�
�

��
�产裙
‘

、

帅刚二�������
�

� 、 ·

「� � 。

�
��

二 �

为简单计
，
设��

，

、 〔� 二〕 �各
，

二
一

” �。
�色

。
�‘ 神

代入式 ��� �得

〔 夕��

〔� �〕 �各。 �二 � � �
， ，〕 一 ’ 〔� ，。 〕 �各� �

���� �

�。 �二
�
各

，

�
一

�
一 �

郡川
�。 二

�乃
�
� � � �

����

或简记为

�� �� 〔�〕 �各。

式中变换矩阵〔 � 〕为
���� �

〔� 。
�
一 ��，� ，二

�
七 � �

����

设与�乙
二
�共扼的荷载向量为��

�
�

，
要求功的表达式

�乙
。
�
了
��

�
�� �各 �

��� �

对于任意的位移�各
，
�成立

，
由定理 �得

��� �二 〔�〕 �
�� � ����

最后刚度方程式 ��� �缩减为

〔��〕 �色二 �� 王�� � ����

式中凝聚后的刚度矩阵为

〔��〕 � 〔�〕 � 〔�〕 〔�〕 ���� �

上述的变熟对于静力计算来说是完全正确的
〔 ，〕 。

在动力学中
，
为了减轻特征值问题 计 算

前巨大工作量
，
常常采用

“
特征值节约子

” 来消去间题 中的许多或者大多数自由度
， 〔 ” “ ’

，， ‘ ’ 〕 即近似地用式 ��� �和 ���� �进行凝聚或者变换
。

设我们 已经得到广义特征值问题的方程式 〔 “ 〕

〔�〕 �小 卜入 〔�〕 �小 丁 一
� 一

����

与上述过程相仿
，

将振型向量�中 �分为主
、

从两块
，
同时刚度矩阵 〔�〕 与质量矩阵 〔�〕



亦相应地分块
，

��， � 吸

��二 ，
� 。 二

这时式 ����成为

� 二 �
�二

�二 �
�二二

�百��
、��夕��，口

未甲也
‘

厂��、，、、�����护〕 �中
，
�

、
�

� 京 卜 � 八 �

夕 �小
二 � 水

若将上式等号右边的向量看作荷载向量��

进行变换
，
消去从节点位移自由度 �小

，
�

，

〔��〕 �中二

�二入 〔��〕 �小。
�

式中

�
，

莱用静嵌
的公
如

�。 � �、
��。 �

、
�
川

最后可得

��
「

��

〔�勺 � 〔�〕 � 〔�〕 〔�〕 ���� �

〔��〕 二 〔�〕 � 〔�〕 〔�〕 ���� �

这里将式 ����等号右边的向量看作荷载向量��� �
，

而逆步变换的基本 条 件 � � �式 是

成立的
， ’

即有下列关系
�

�中
二

�
�
��

�
�二 �小 �

�
�� �

也就是式

入�小
口

�� 〔��〕 �小二
�� 入�小 �� 〔�〕 �小 �

成立
。

从逆步变换的角度看
，
上面由式 ����列式 ����的变换完全符合要求

，
但这恰恰是

一个近似的变换
。

这是因为将静力问题的变换公式 �艺�� �
、
����用于特征值问题的 表 达

式 ��理�时是近似的

实际上
，
式 ��。 �所表示的变换矩阵 〔�〕 是在条件 �邝 � �

，
’

即

〔� ， ，〕 �中，
�� 〔� ，。 〕 �小二

�� �� �

成立的情况下得出的
、

而由式 ����可见
，
�小

�

�与�中
二
�之间正确的关系式应为

〔� � ， 一 入�
， ，〕 �小，

��
。

〔� �二 一 久�
。 二 〕 �小二

��� �� �

�’� �小
，
�� 一 〔� ， ， 一 入�

， �〕 一 ‘ 〔� ，二 一 入�
，二〕 �小，〕

即正确的变换式应为

� 。 �二户
�

�
�

�
一 〔� � ，

价卜
〕 一 ‘ 〔� ‘ 二 一 ‘�二〕 �� 。 二

� ��。 �

戈 甲二
，

气 � 夕

或者简记为
�

�小 �二 〔��〕 �中。
�

二
���

、

� 今

这里由于变换矩阵 〔�，〕 中包含了特征值入， 实际计算是非常困难的，
采 用 迭代 法 �” 工作

量很巨大
。

因此
，
通常采用静凝聚的公式 ���� �

、
��� �作近似的变换

，
当适当选择主节点

自由度时
，
计算结果仍然 良好

。

最后
，
当质量矩阵中的子矩阵

〔� ， �〕 � 〔�〕 ， 〔� 。 二〕 � 〔�〕
时

，
即质量矩阵具有下列形状时

、�����
，
︺

口�

���︸
︸

�产万
�

�
‘
��、

一一
、 ‘护

�广
�、

式 ��� �化为式 �，��
，
所以此时前面的变换式 �拍 �用于特征值问题是正确的

，
而没有引

入近似性
。

由上面的讨论可见
，

定理�或定理�只是说明力的变换和位移的变换之间并不是各自独立

无关
，
而是遵循逆步规律的

。

但是这并不能保证满足定理条件的变换本身是正确的
。

只有当



我们假设的位移的变换或者力的变换是正确的时候
，
由逆步规律而得到的力的变换或者位移

的变换关系才是正确的
。

四
、

一个过渡单元一墩柱单元

在桥梁结构中
，
有时会遇到一个墩柱顶上安置两根铰支梁的情况

，
例如多跨简支桥梁和

国内近几年出现的刚架拱桥
，
其纵梁与墩柱的连结就属于这种情况

，
如图 �所示

。

为了考虑

杆件结构的这种实际连结情况
，
进行平面内的整体计算

，
而且限于采用杆件单元

，
我们引入

了一个过渡单元
，
称为墩柱单元

。

应用逆步变换能够容易地导出有关刚度分析的公式
。

丫
�

’

裂臀罗
洲

月

下 布

‘
到 ’ �

甲干 味
。

巨
，

叮
�
一哄

图 � 图 �

如图��所示
，
规定墩柱单元有四个节点�

，
�， �

，
�

。

在整体坐标系
。 ��中

，

对于柱的上

端只取节点�的水平位移� �和节点�
、

�的竖向位移
��， �二为这些节点的 位 移 自 由 度

。

对

于下端节点�则象通常的捍件单元一样取水平位移
� �，

竖向位移�
、和截面转角。 �为其位移自

由度
。

这样一来
，
只要令上端节点的位移飞

， �二 分别等于柱头上纵梁相应节点的竖向位移

就体现了图��所示的连结情况
。

如果节点�或�为图�。 所示的固定铰支座
，
则只须再令水平

位移 。 ，与纵梁有关节点的水平位移相等即可
。

若采用引入节点位移编号数组的先处理 方 式

编制程序
， 〔 ‘ 。 〕这种相关信息很容易处理

。

将墩柱看作一根捍件单元时
，
其单元刚度方程式为

〔 可 〕 ’

���
’ 二 �下 �

’
����

上式在整体坐标系���中定义
，
�
，
�为此单元的两个节点

，
式中

�乙 �
’ � 〔 � ，� ��，��� �� 〕 �

�了 �
� � 〔 � �� �� ，���

�

�� 〕 �

另一方面
，
将墩柱看作是一个四节点的

“
墩柱单元

” 。

在整体坐

标系
。 ��中

，
设其刚度方程式为 〔 � 〕 �� 乙 �

， 二 �� �
，

����

式中

�� �一 〔 � ��
·

���
�� ��· 〕 了

�� �
，二 〔 � �� �。 ，��了。 �� 〕 丁

如图 �所示
，
根据平面假定

，
柱上端截面的位移图 亦 绘 在 图 �

中
。

显然可 以得到下列关系
�

龙 、
— 一 、

图 �



� �� �口 �
��一 ��

�

� � 七一 �口

一 �

这样就可 以用节点�和�的竖向位移� 。和 ��来表示杆件单元节点�的竖向位移� 、
以及转角称

�

用矩阵表示这些变换关系如下
�

���
︸

�八�八��

�
︸八��山

� 亩

� �

�
。

� �

� �

��

����

街勺叭��几与

幻︸
�

���
曰

�

��
�

�一一

一�

八�刀一
�
�
�

�一�
�
�一
一

� � �

�‘�钊门创�
︸�﹄

��
�

�
�����
卫�����������
�����，�又

这就是单元节点位移向量的变换关系
，
即

� 各 �
’ � 〔 � 〕�各 �

‘

由逆步变换的规则
，
立即可得单元节点力向量的变换为

�� �
‘ � 〔 � 〕��卞 �

�

所以式����与���� 中的单元刚度矩阵的变换关系为

〔 � 〕 ’ � 〔 � 〕 �〔 了 〕 �〔 � 〕

这就是四节点墩柱单元的刚度矩阵
。

写出为

��马��

����

����

〔� 〕

�罕
。

甲
二

�荟必 梁
�，

罕
��

�
。

毕
。 。

平
��

平
�，

…拭 飞卫毯飞
�

�

沈�
…

�

万
，� 二

丈
�

公
，�

叹
�，， 一

泛又三
‘��。 �

认
一

“
��

�盈
” ’

蕊
� �

百
” ‘ � 。

属户
”

…汗
“ ‘

二
”

�
’

�柔�
‘ ’ ‘

� 止，豆一 �� 一�一 �� 一��
�

�一 �、
、

厄一
响
�一

叫

而一
�

���。 � 一下一�一�一
�

不， � �
�

共石 勺
、 几 人 孟 山 占 二 人 吕 � ‘

、 一 。 � � �
� �

�

�二 。 �
老中�

，
� 井

。

�
， � 丫竺

，

�
， 二 �一 半

，
�

‘ � 一 井
从，��’ 。 ， 一 万

， “ � 一 �
一 ， 一 “ 一 ‘

�
’ 一 今 一 �

其它记号不赘述
。

根据上述公式编制了计算程序
，
并计算了几个实际间题

，
表明效果良好

。

对于多跨简支

梁桥沿桥纵轴方向的振动计算
，
采用这种过渡单元来反映桥墩与纵梁的连结情况看来将是合

理的
。

文中错误缺点可能很多
，
请批评指正

。
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