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提 要

轮齿弯曲强度是根据齿根危险断面上的最大弯曲应力计算的
。

本文首先用有限元法

确定内齿轮的弯曲应力危险断面的位置
，
然后讨论了插齿刀变位系数对齿根圆角半径

、

应力集中系数
、

齿形系数和综合齿形系数的影响� 并作出了内齿轮的齿形系数图
。

一
、

前 青

目前��� 〔 ‘ 〕和��� 〔 “ 〕 的齿轮强度公式中
，
近似地把基准齿条的齿形系数代替 内齿

轮的齿形系数
，
这样就认为内齿轮的齿数和变位系数的大小对轮齿的弯曲强度没有影响

。

文献 〔�〕中的内齿轮齿形系数是与内齿轮的齿数和变位系数有关
，
但没有考虑加工内齿轮

眨的插齿力参数的影响
，
文献 〔�〕和 〔�〕的齿形系数虽

已 考虑了插齿刀齿数的影响
，
但没有考虑插齿刀变位

系数对齿形系数的影响
。

有的文献 〔�〕 根据 抛物线等

强度理论
，
认为轮齿的危险断面在轮齿的中间部位

，

如图 �中�一�断面
。

由上可知
，
目前对内齿轮齿形系数的研究还不够

完善
。

因此
，
笔者对该问题进行了研究， 首先用有限

元法确定内齿轮轮齿的危险断面
，
然后进行了有关公

竿的推导
，
和分析了插齿刀变位系数等对齿形系数的

影响
，
并作出了综合齿形系数图等

，
以便设计时应用

。

图 �

二
、

危险断面的确定

文献 〔�〕根据抛物线确定内齿轮轮齿的危险断面
，

则在轮齿的中间部位
，
此法没有考

虑齿根的应力集中问题
。

笔者用八节点有限元法研究齿根危险断面的位置 ， 在轮齿拉伸

侧的拉应力和压缩侧上的压应力分布如图 �所示
。

从图 �可看出
，
压缩侧的压应力有两个陀峰

，
在轮齿中间部位的驼峰较低

，
这是因

为轮齿断面积较小所引起的
，
而齿根部分的驼峰较高

，
这是因为齿根应力集中引起的

。
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�

在拉伸侧
，
拉应力沿着齿顶略有增大

，
但在齿根处由于应力集中

，
拉应力增加很大

，
形

成一个应力峰
，
其最大应力在霍菲 ����

���的��
“

切线法的切点附近 ， 在图 �中 的 情

况
，
离切点约�

�

��� ��为模数� ， 因此
，
在本文中仍采用��

”

切线法确定轮齿的 危 险

断面
。

三
、

内齿轮齿形系数公式的推导

�一� 切削啮合公式

用插齿刀切削内齿轮时的切削啮合角。 产 。 �
和切削中心距�，分别为

�� �� ， � � � �� � 一 笠 。
� ���

� 急 一 � �

� �� � � ���

� ， 二 互多全二丛立卫
�

�

式中 � 。

—插齿刀变位系数�

� �

—内齿轮齿形系数，

� 。

—插齿刀齿数，

���“
�� �� ， � � ���
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��

—内齿轮齿数，

�

—压力角，

�一 模数
。

二

图 �

在切削啮合中
，
设插齿刀上某一齿的对称线与中心线�石石飞相重合

止二，二 ‘ � 、 二 从 八 二 二
。 〔 �〕 。 ，

齿刀的圆角半径为�
� 。 ，

由 图 �“ ，
可知

。

�图 ��
，

并 设插

�� 二
，

瓦沐
二 �� � 一 �� �

� ‘
智

� “ ’

一 � � 。 ’ � 一 �· “

���

令 �
� � � � �� 。

�� ���

� � 二

� 智
十 ” ’ · 。 � � “

�
� � ��

���

� �
� � ��

’
�

�� ��

�
� � 。

—插齿刀齿顶高系数
，
根据文献 〔�〕 ，

内齿轮插齿刀的齿顶 高系数�
�

��
� �

。
��

。

小 � 乙��
。
�

二 艺��
。
�� ‘ ��。 � 一 乙��

。 �� 一 乙�
产
�

、

�

中中

则式图

。 � 。 十旦
，
旦�冬纷

三

垫
� ��� �

�
�
�����
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旦
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��

旦夕呈
�

旦�

�

二
内齿轮的节圆半径�

乏和插齿刀的节圆半径
�
�分别为

�

���

�� ‘ �

丫
�。 ’ �

号

����
�

一
�

���。 ， � � ���

�� ��

���� ，
���

设�万百石线及�石�线与插齿刀节圆的交点分别为�和�
。

则

����门声口�孙确�，���

葺葺二二垂垂垂

瀑瀑瀑瀑瀑瀑
少少少少少

长长飞
，，

�����

图 �
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�� � � 。 产
小二

乞
� 、

�� 亡��以

� ����� ��
���

�二� 刀尖回角中心�点的运动轨迹

在切削啮合中
，
设刀具和内齿轮均为逆时针转动

，
插齿刀尖圆角中心由� 点逐渐移

到�
�
点

，
�点的轨迹为延伸内摆线 �图 ��

。

图 �中�点在百灭汀线上
，
若内齿轮 �固定不动

，
则根据相对运动关系可 知

，
刀 尖

圆角中心运动到�
�
点时

，
刀具的中心则在�

。 ���点
。

当刀具节圆从�点滚动 ��

点时
，
刀具中心�

。
绕�

�

转过的角度为�
，
刀具上节圆的相

对转角为 氏
，
因在节圆上为纯滚动

，
所以

哀

���台� ��
产 �

故
。 一 �� ，

� �� 了，下一
��

� � 丛�
��

����

设
一

瓦乙不叮
一

与瓦百丁相夹的锐角为�
。 。

则

�� 二 ��一 �
� ，

几

因此�
�
点的坐标抱一�拼

‘

一
“ 一

、

�‘ � � �，乱��一 �������

一 �，�‘� ” 一 �。 ，‘” �
瓮

一 ，， 。

�� �，����� �� �����
，

����

二 � ’ ����� �� ��‘ �丛 一 ���
�� �

�
，

省
�

� � 十下
二� 一 �

‘ �

����

则式 ����为

� � �， ��� �一 �� �����

� � � ‘ ����� �� �����

飞

厂
�����

将式 �����对�求导
，
得

二 � ‘ ����一 �������。�一八口��一��

�

刁万
� 一 �����一 �������。

所以�点轨迹的 斜率为

一��一 � 二 �� ���

��

�一 ���‘�” �。
� ‘ ����一 �����，

’

‘。
����
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�三� 刀尖切削到齿根��
�

切线切点处的刀具位里

图 �中�点的轨迹是延伸内摆线
，
刀具左圆角的包路线是延伸内摆线的等距曲 线

，

即齿根过渡曲线
。

设�
�� �
线与过渡曲线的交点为�

，
则过渡曲线在�点的斜率与延伸内

摆线在�
�
点的斜率相等

。

设这时刀具切削的过渡曲线上的�点正位于 齿 根��
。

切 线��

的切点处
。

并设这时�角的位置为�
，，
被加工轮齿的对称线与�轴的夹角为丫

，
齿槽的对

称线为砰己玉
。
由图 �可知

、夕、了、声、少
��
�勺舟��������

丫 二
�� ��

， 一 ��
，

��， 一 ��， �

参考图 �可知 ��
夕 一 ��

将式 ���和 ���代人式 ���
，
得

丫 �

北 一 �
。
中

��

这嘟牙的料率�
�
为

�� � �� ���
�

升� 一

因延长内摆线在�
�
点的斜率等于��的斜率

，
所以

书�
。 。 �

华军牛律半二
� ��

�� � 。 � �
’
��� � � 一 � � � ��� � � �

即 �‘ ��� �， � � �������� � �， � ‘ ��� �� 一 �
��� ������� “ �

�四�危险断面的宽度��
。

由图 �可知

冬
��。 二

沈
，���。 。 ·

擎民一
乙 乡

��� �亿 � ��

��� ���一 ��� � 一 ��

���

���

即而

在△���� �

中根据正弦定律

�一�
��� �丫 � ���

����

��� 泥

�’� �丁乙
� ����

�

� ��� �丫� ���

召 �
���

在△����
�

中

匕�����二 “ �

令
一 ‘丫十 。办
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一 � 一 ��

在△� �
�� � 。 ��� 中

，
根据正弦定律

���
�����

� �

��。 �
一

旦匹
一 一 ， 一 。 �

、
� �

’ 一

�

�’� ���

����卜
， � � 。 � � �

�� 二

一
，。 一

丫下
、

��� �一
�

蕊�
�
� 一 � 一 � � �

、 西 �

将式 ��� � ��� 和 ��� 的关系代人式 ���
，
经整理后得

��
。

�

� ����� �丫 � ��� ����

，

一
� �

� �
。 。

�

犷 �� 二��� 卜万二 廿 � �
� 、 ‘ 。 才

�

���� ，� � ��。 �擎
一 ， 一

氏
、 石

���

一 了��
� 。 � ����

�五�计算齿根应力的救荷作用角�� �

图 �中的�� 、 �� � 、 ���分别表示内齿轮的分度圆
、

齿顶圆和基圆
。

过�点作渐

开线与基圆 相 交 于�
产

点
，
则由图得

·

������

���……

图 �
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丫
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一
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�得
入 � �� �

将式 ���一 ���代人式 ���
，

� �且 � 了 �� 辛
� ��� �

�
一 � � ，弓尸一

乙 �

��
�

�兀 一 �� ��、 �� 一 �� ���

���

����

�六� 危险断面力臂���

、��、声
����

了‘、了
、

图 �中

由图 �

��。 �
耳�

� �飞�
一 ��百

、

�

改

��
�
二

一
�

���

���仓 � �

二 ��急����

� ���仅� 红

在图 �的△�����
中

，
根据正弦定律得

�
�

’

�

� 兀

�

一 � 一 。 �

� ���

—

���

� �， �

斌 �

�

��介
� � 。 、

��� �一 石一一 一 � 一 � � �
� 石 �

�内�

���

而 ��
。

一�一创一一��一�

一一一��
、�����

���一

� �
·
�〔�一

� ��� ��� ���

召 �

� �

�����

�‘�

�警
一 ， 一 ” ，

�

将式 ��� � ��� 和式 ���的关系代人式 ���
，
经整理后得

��
�

�

������ ��� �丫� ���

����� ， � �

������习召��

·�一��

降
” �

�
� 一一�一一一一了二于二一一

�一
、

�

�
，

�乙 兀
�

� 、
“ “ ‘ �

气一可
一 丫 一 ” ，

�
� ������

� ���任��

�
� � �

十 一�一几二�一一

艺

���

����

�七� ��
。

切线切点处的齿根回角 半径��

齿根过渡曲线
，
是�点轨迹的 等 距曲线

，
石入

�
线同时是这两条曲线的法线

，
并通过

��

点
，
过渡曲线在�点的曲率 半 径�� 等于延长内摆线在�

�

点的曲率半睦�加上插齿刀

、声�
�矛、

、、

�
���
�‘少

、
刀尖圆角半径�‘ 。

由式 ����� 尹 � 生区
、

二

��

� ， ， 二
�忿�

�

丽落 二

� ‘ ����一 �������。

一 � ‘ ��� �� �� �
’ �����

，， 二

蛊
� 一 � ，�‘� ” 一 。 �·�� �”

�， ， � �
�� �

硕不 一

一 � ‘ ��，。 一 ���
’ ��，�� 夕

一纤一



因参数方程式的曲率半径是

� �

��
‘ “ � �‘ ，

�
’
�
�

卜
��，

，

一

约
，

�
将式 ��� 代人式 ��� 得延长内摆线的曲率半径�为

言

��

一三兰业望卫业
旦竺竺

�

竺些二竺
�

二�
’ 一 � ‘ ’ � �� � ‘ � ��

、

一 �� ��，
���� ��

则延长内摆线在�
�
点的曲率半径��

�
为

�
咨

����
�尸口

�
�‘

�� � �

一 �� ‘ �� �������� � ��� 〕 ���

�

升�
’ 一 � ‘ ’ � �� � ‘ � �‘ 一 ��

过渡曲线在�点的曲率半径�，、为

�� 二 �� � � �� 。

���� � ���

〔� ， ’ � �三�
�

尸

一 � ， �� ���� ���� � ��� 〕

���

���

�占“
’ 一 � ” � �� � ’

� �‘
一

‘ �� ��� ���
王 � ���

� �� �

��、�齿形系数和综合齿形系救
考虑载荷作用于齿顶时齿形系数��

。
为〔�〕〔�〕

���优��
�一��一比�

一

��

��� �

�令�
’

���

尹〕
杂

����

�����

����

����
����

�， 、 、 ， ‘ ， ，、 ，� 、 ，币公 。 从 〔�〕
适�了民 〕泣仓免坦月月习习 �趁纽 口��翌乙��月乏 卜尸 刀又玄入�习

��
� � ��

�

�� �
�

��� � �
、

�户。
��

�
。

��� � ���
� ����

式中 �� 二 一乏‘画刃而
一 ����

�� �而��
‘

一��。
��

����

则综合齿形系数��
、
为 〔�〕 〔幻

��
� � ���

·

��� ����

四
、

插齿刀参数对齿形系数的影响和齿形系数图

�一�插齿刀参数对齿形系教的影响

一般内齿轮用插齿刀加工
，
而内齿轮的齿形系数与插齿刀的齿数

、

变位系数有关
，

如表 �� �所示
。

表中数值是按内齿轮齿顶高系数 ��一 � ，
庄

一

力角� � ��
。 ，

插齿刀齿
幼

一邻一



表� 猫街刀齿数对齿璐系效的影响 ��
。 � 。 万 � � � ��
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…
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�����

�

�
。
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。
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�
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�

一
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�
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���
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系数���

�
。
��� �

。
��� �
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��� �

。
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。
���
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�
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��� �
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表 � 插齿刀变位系数对齿形系教等的影响 ��� � ���， �� � � ，
�

。 � �� �

插插齿刀变位系数�
。。 �

。
��� ��� 一 �

。

��� 一 �
。
��� 一 �

。
�����

齿齿 形
�

系 数 ����� �
，
����� �

。

����� �
。
����� �
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����� �

。
�����
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表 � 插齿刀变位系数对齿形系数等的影响 ��
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表 � 插齿刀变位系教对齿形系舜等的影响
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卜丁一插齿刀变位系数�
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齿 形 系 数 ���

齿 根 圆 角 半 径 ��

应 力 集 中 系 数���

综合齿形系数 ���

�
。
� 一 �

·
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一 “ ·
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。
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顶高系数 �勃 “ �
�

��
，
齿顶圆角半径��� 二 �

�

��计算的
。

从表 �可以看出
，
随着插齿刀齿数�

。
的增加

，
��

。

切线切点处的齿根圆角半径�� 不

断减小
，
引起应力集中系数�

��增大
，
因此综合齿形系数���也随着增 大 ， 所以采用齿

数多的插齿刀加工内齿轮
，
对轮齿的弯曲强度不利

。

从表 �一 �可看出
，
插齿刀的变位系数�

。
对齿形系数��

。
的影响不很大

，
但对齿 根

的圆角 半 径�� 应力集中系数�
“ “ 和综合齿形系数���影响很大 �一般�，随着�

。
减 小而

减小
，
因此��� 、

���随着增大
，
如表 �所示

。
但有时插齿刀变位系数大了对弯曲 强 度

不利
，
如表 �所示

。

表 �中
，
在�

。 二 一 �
�

�时
，

因�� 最小
，
所以应力集中系数和综合齿

形系数最大
。

由上可知
，
插齿刀变位系数对综合齿形系数的影响没有

‘

一定的规律
，
而插齿刀的变

位系数随着刃磨而变化
，
因此在作齿形系数图时

，
应考虑新旧插齿刀对弯曲强度最不利

的情况
。

�二� 内齿轮齿形系数图

内齿轮的齿形系数和插齿刀的齿数
、

变位系数有关
。

本文由于篇幅有限
，
在此仅就

插齿刀的齿数�
� 二 ��

、

变位系数�
。 二 �

�

�一 一 �
�

���
、

齿顶圆角半径��
。 � �

�

��
、

齿顶高

系数�
� � 。 � �

�

��
、

压力角� � ��
“ ，
内齿轮的齿顶高系数�

� � � � ，
用前面的公式 计算内

齿轮的齿形系数
、

应力集中系数和综合齿形系数
，
并作在图 �一 �中

。

从这些图中可以看出
，
内齿轮的齿形系数随着变位系数增大而减小

，
这是由于齿根

宽度随着变位系数的增大而增宽所引起的
，
但齿根应力集中系数随着内齿轮的变位系数

增大而显著增加
，
所以在内齿轮齿数较小 ��

�

�����时
，
综合齿形系数也随着变位 系

数增大而增加
。

由上可知
，
一般设计时

，
内齿轮的变位系数不宜取得过大

。
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五
、

结 束 语

根据八节点有限元法分析
，
由于齿根的应力集中

，
内齿轮的危险断面仍在齿根处

，

并可用霍菲的��
。

切线法确定
。

根据本文的图表可知
，
不仅内齿轮的齿数和变位系数对齿形系数等有影响

，

并且插齿

刀的齿数和变位系数对内齿轮的齿形系数等也有影响
，
因此在作内齿轮的综合齿形系数

图等时
，
必须考虑以上因素的影响

。

一般从轮齿的弯曲强度来考虑
，
在设计中

，
如内齿轮的齿数不很多时

，
内齿轮的变

位系数不宜取得过大
。
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