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基于光滑)扩展有限元法的裂纹扩展研究

王建明! 李钊全! 李博志
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摘!要# 为了研究裂纹扩展问题!将光滑有限元法%0)@P:&与扩展有限元法%e)@P:&相结合!形成光滑)

扩展有限元法%0)e@P:&算法及程序" 首先基于光滑)扩展有限元法理论!得到裂纹应力强度因子计算

方法!编写适用于一般有限元法的通用程序!对含有中心裂纹的无限大平板受单向拉伸的模型进行分

析" 通过改变网格尺寸和裂纹角度分析对裂纹应力强度因子的影响!并将该算法所得的9型’:型以及

9型’:型复合裂纹的应力强度因子数值与理论数值进行对比" 随着网格尺寸的不断减小!利用 0)

e@P:所得的 Q型’:型的应力强度因子值不断逼近于精确解#随着裂纹度数的增加!9型的应力强度因

子值不断增大!:型裂纹的应力强度因子值随角度先增大后减小!并且角度越大!裂纹越接近于9型裂

纹" 可见!利用光滑)扩展有限元法计算所得的应力强度因子具有较高的精度和良好的适应性" 其次!

在此基础上!引入裂纹扩展判据!利用 :DRZD1编程对含侧边裂纹板和含孔洞梁四点弯曲实验模型进

行裂纹扩展路径研究" 结果表明$通过模拟算例所得的裂纹扩展路径结果与已有文献所得的裂纹扩展

路径一致" 采用光滑)扩展有限元方法进行裂纹扩展研究!相较于利用其他裂纹扩展研究的方法!不需

要对裂纹附近区域的网格进行重划分或加密!使得分析过程更加简单!计算效率明显提高"

关键词# 光滑)扩展有限元法# 应力强度因子# 裂纹扩展# 数值模拟# :DRZD1编程

中图分类号# I’(. "̂!!!文献标志码# D!!!aEN#"* "̂’#*$-T\>449\".#"_.&’’ %̂*%%\*% *̂"(

%!引言

目前!光滑有限元法因其具有良好的单元光
滑域类型选择性!已被广泛应用于各个领域!但是
光滑有限元方法计算的刚度矩阵与真实解之间依
然存在偏差 * "+ ) 与传统有限元法相比!光滑有限
元法无须引入任何附加自由度和计算形函数导
数!具有更好的精度和收敛率 * %+ ) 与传统有限元
法相比!扩展有限元法"e@P:#在传统有限元法
的基础上!增加了多余自由度进行扩展 * ’+ )

28B,>E;34等 * (+将基于单元的光滑有限元法
"+0)@P:#和张量分量四点混合插值法相结合!
对复合材料板进行了静态弯曲和自由振动分析)
谢伟等 * $+将基于边的光滑有限元法"P0)@P:#应
用于二维弹性力学问题中!分析悬臂梁的应力与
应变问题) 朱彦兵等 * .+将光滑有限元法应用于
求解 Z5C<563方程和 H8>4489 方程!比较其与传统
有限元法误差!证明在相同条件下!光滑有限元法
更加简单便捷且能获得更优解) 王建明等 * #+利

用光滑有限元法对经典案例进行分析!证实了光
滑有限元法能够很好地解决体积锁定等方面的问
题) @59=;UU>等 * &+采用光滑有限元" 0)@P:#对不
同长宽比’不同复合材料的单边缺口拉伸试样和
中心裂纹试样的应力强度因子进行了数值估算)
Z>; 等 * /+进一步发展了基于边的光滑有限元方
法!利用相互作用积分域的形式对应力强度因子
"0Q@#进行了分析) Z>等 * "*+将 0)@P:用于求解
多层复合材料) 贾程等 * ""+利用光滑有限元法分
析板的屈曲问题!并通过算例进行验证研究) 樊
现行等 * "%+将基于面的光滑有限元法"@0)@P:#应
用于三维问题!以长方体为例!研究了光滑应变矩
阵和刚度矩阵的形成!完成了 @0)@P:的程序设
计过程)

扩展有限元法在分析裂纹扩展方面具有一定
的优势!但在嵌入到商业软件的应用过程中存在
一些不足 * "’+ ) 张芮晨等 * "(+通过扩展有限元法对
裂纹扩展进行仿真模拟!验证了扩展有限元法网
格划分的简便性)
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光滑有限元法发展时间短!在理论和应用方
面均有很大发展空间!现阶段尚未形成商业化应
用软件) 将光滑有限元与扩展有限元相结合形成
光滑)扩展有限元法" 0)e@P:#!有望结合两者的
优点形成裂纹扩展路径模拟的良好算法)

本文将基于光滑)扩展有限元法理论及算法!
编写该算法的 :DRZD1程序!通过经典算例验证
复合应力强度因子计算方法及裂纹扩展模拟结果
的正确性)

(!光滑e扩展有限元法相关理论及程序
设计

(4(!光滑有限元法的基本理论
光滑有限元法和传统有限元法相同的是两者

具有相同的形函数!不同的是光滑有限元法采用
光滑应变技术!直接假设位移场得到光滑应变场)

目前!可以根据现有研究将光滑有限元法分
为单元型光滑有限元法’节点型光滑有限元法’边
域光滑有限元法和面域光滑有限元法) 每种光滑
有限元法都表现出较高的计算效率’精确的计算
精度和更高的收敛速度) 其中!单元型光滑有限
元法不同于其他 ’ 种光滑有限元法的是其光滑域
存在于单元内部!具有一定的独立性!提高了稳定
性和收敛性!因此本文采用单元型光滑有限元法
作为本文的研究基础)
(4$!扩展有限元法理论

在传统有限元法中!位移场具有连续性!任意

一点的位移表达式为 C7 #&
C

R#"
DR"!#CR) 而在扩

展有限元法理论中!裂纹可以穿过单元内部!形成
不连续的位移场) 因此!在传统有限元法位移场
的基础上增加一项扩充项!便可以得到裂纹两端
的不连续位移场(

C7 #&
C

]#"
DQ"!#CQ,&

C

R#"
DR"!#-"!#DR) ""#

式中(&
C

Ra"
DR"!#-"!#DR为扩展项% DR与 D]保持一

致% -"!# 为补充函数% DR为新增节点自由度)
由此可以看出!扩展有限元法的程序可以通

过对传统有限元法程序进行扩展得到!因为它只
对裂纹相关的单元节点做了改变!增加了额外的
自由度)
(4#!应力强度因子理论及裂纹扩展方向

在断裂力学中!裂纹形式可以分为多种!本文
主要研究张开型裂纹 "9型#和滑开型裂纹 ":
型#) 目前!用于判断裂纹是否扩展的判据有很

多!因最大周向拉应力理论判据具有计算简便’应
用较广等优点!所以本文将最大周向拉应力理论
判据作为裂纹扩展的判据)

最大周向拉应力理论是当周向应力最大值达
到临界值时!裂纹开始扩展!扩展方向为垂直于最
大周向应力的方向!表示式为

7’!
7!

a*!
7%’!
7!%

2*!且’!A5V# *’!+6) "%#

式中( *’!+6为裂纹扩展方向临界应力)
(4"!程序设计

基于上述光滑)扩展有限元法基本理论!设计
研究裂纹扩展的专用程序!其程序计算流程如图
" 所示) 该专用程序的主要子程序模块包括(输
入参数模块’计算节点力矢量模块’单元刚度矩阵
模块’整体刚度矩阵模块’边界条件施加模块’应
力强度因子判断模块’数值计算模块’后处理模
块等)

图 (!裂纹扩展路径模拟程序总流程图

<NOVIM(!@MKMIHFPFEY]1HILEP]IH]_cIEcHOHLNEK

cHL1bNQVFHLNEKcIEOIHQ

当采用扩展有限元法进行裂纹扩展路径模拟
编程时!需要编写更新网格信息模块!即当裂纹扩
展时!不改变常规节点!只改变新裂尖所在单元附
近单元的节点!即更新裂纹所在单元的单元和节
点编号!更新增强节点信息) 同时!裂纹相关单元
和增强节点数也随之发生变化!需要对单元刚度
矩阵和整体刚度矩阵也进行相应更新!并根据裂
纹扩展过程输入相应参数)

图 " 中!Y3j 为裂尖应力强度因子!Y6为断裂
应力强度因子) 若 Y3j .Y6! 则表示裂纹扩展不
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稳定!结束循环程序)

$!应力强度因子及裂纹扩展路径模拟算
例研究

$4(!应力强度因子算例研究
建立中心有斜裂纹的无限大板的数学模型!

如图 % 所示) 为方便计算!将板的高度 W 设定为

.* AA! 宽度 K设定为 .* AA!裂纹长度 A为 槡% %
6A!/为裂纹与竖直方向的夹角!板的两端受到竖
直方向的拉力 ’为 "** :H5! 材料的弹性模量 +
为 %** OH5! 泊松比 .为 * ’̂)

图 $!含中心斜裂纹无限大平板

<NOVIM$!AKPNKNLMcFHLMYNL1]MKLIHFE.FN[VM]IH]_

首先改变网格尺寸!分析对应力强度因子的
影响) 当 /#/** 时!问题变为单纯的9型裂纹)
将单元尺寸分别设置为 $’’’%’" $̂’" %̂$’"’%-’’
"-%’$-"%’"-’ AA)

根据4应力强度因子手册5 * "$+查得9型应力
强度因子和:型应力强度因子 YQ’ YQQ的计算公
式分别为

YQa’4>9
%/

6A
%槡 % "’#

YQQa’4>9 /684/
6A
%槡 ) "(#

式中(’为拉伸应力%/为裂纹方向与拉伸应力方
向夹角% A 为裂纹的长度)

根据式"’#和式"(#分别计算得出裂尖处9
型以及:型的应力强度因子 YQ’ YQQ的解析解!并
将其与 0)e@P:算法程序所得结果进行比较!如
图 ’’( 所示)
!!由图 ’ 可以看出!通过 0)e@P:算法得到的
计算结果精度较高!并且通过 0)e@P:计算得到
的 YQ值随着自由度数的不断增加!迅速收敛于下
方的解析解!并在自由度为 "# *** 时!低于解析
解!随后从下方缓慢接近解析解) 低于解析解时
的最大误差约为 (g!此时!裂纹的特征长度约为

图 #!不同网格尺寸下的 4A
<NOVIM#! 4AHLaNPPMIMKLOINabN0Mb

图 "!不同网格尺寸下的 4AA
<NOVIM"! 4AAHLaNPPMIMKLOINabN0Mb

单元尺寸的 . 倍) !!!
由图 ( 可以看出!0)e@P:计算得到的 YQQ值

由解析解下方穿过解析解!在达到最大值后!以与
YQ相同的趋势逐渐收敛于解析解) 当单元尺寸
不足 裂 纹 尺 寸 "-. 时! YQQ的 绝 对 误 差 小

于* *̂% K-AA’-%)

图 5!裂尖附近 BEKeGNbMb应力分布图!G2H"

<NOVIM5!BEKeGNbMbbLIMbbaNbLIN.VLNEKKMHI

]IH]_LNc!G2H"

将单元尺寸为
"
’
AA时的裂尖附近的 S89)

:>434应力图绘于图 $) 如图 $ 所示!距离裂纹尖
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端较远处应力为 "** :H5! 裂纹尖端附近的应力
急剧增加) 因此!裂纹扩展时对裂纹尖端附近的
应力影响较大!对板的边缘应力影响较小!距离裂
纹无限远处应力趋近于零!因此本算例模型利用
有限参数板模型代替无限大板进行分析)

图 -!含侧边裂纹平板参数模型及裂纹扩展的 BEKeGNbMb应力图!G2H"

<NOVIM-!BEKeGNbMbbLIHNKaNHOIHQ EPcFHLMYNL1bNaM]IH]_HKa]IH]_cIEcHOHLNEK!G2H"

下面研究裂纹角度对 YQ’YQQ的影响!并与精
确解进行比较!计算误差) 由上述分析可知!当单
元长度为 "-’ AA时!可消除网格尺寸因素的影
响) 并将 /分别取值为 *b’ "*b’ %*b’ ’*b’ (*b’
($b’$*b’ .*b’ #*b’ &*b’ /*b!计算结果如图 .’ #
所示)

图 6!不同角度下 4A值

<NOVIM6!4A^HFVMbHLaNPPMIMKLHKOFMb

!!如图 . 所示!随着度数的增加!由 0)e@P:计
算得到的 YQ值不断增大!并不断趋近于解析解!
当 /#($ 时̂!0)e@P:与解析解出现最大误差!
最大误差为 ( .̂(g) 由此可以看出!角度越大!
裂纹越接近于9型裂纹)

由图 # 可以看出!由 0)e@P:计算得到的 YQQ
值呈抛物线变化!先增大后减小) 在夹角 /#%*^
时!0)e@P:计算得到的 YQQ值与解析解值出现最

图 d!不同角度下 4AA值

<NOVIMd!4AA^HFVMbHLaNPPMIMKLHKOFMb

大误差!最大误差为 $ "̂$g)
$4$!裂纹扩展路径模拟算例研究

为了验证本文光滑)扩展有限元程序算法的
正确性和有效性!为今后在有限元商业软件中添
加这部分功能奠定基础!本文采用已得到验证的
受单向拉伸的含侧边裂纹板 * ".+和含孔洞梁四点
弯曲实验 * "#+ % 个模型进行裂纹扩展路径模拟分
析!并将本文计算结果与参考文献结果进行比较)
% %̂ "̂!受单向拉伸的含侧边裂纹板裂纹扩展路

径模拟
建立如图 & 中所示的受单向拉伸的含侧边裂

纹板分析模型!设置裂纹板模型参数(高度 W #
". AA! 宽度K## AA!裂纹长度 A #’V$ AA!)#
" :H5!+#’ X"*# :H5)

本算例中将裂纹扩展步数设置为 "’!扩展步
长为 * %̂ AA!绘出第 "’’’&’"’ 步时的 S89):>434
应力云图及裂纹扩展路径!如图 & 所示)

由图 & 可知!含侧边裂纹平板在进行裂纹扩
展时裂纹在向右延伸的同时!向右下方偏移!应力
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不断增大!并且在裂尖附近出现应力集中现象)
将本文通过光滑)扩展有限元法" 0)e@P:#得

到的裂纹扩展模拟路径与文献 * ".+中通过基于
边的光滑有限元法"P0)@P:#得到的裂纹扩展模
拟路径进行比较!如图 / 所示)

图 *!?Ce<?G 与 CeS<?G 裂纹扩展模拟结果对比

<NOVIM*!&EQcHINbEKEP]IH]_cIEcHOHLNEKbNQVFHLNEK

IMbVFLb.MLYMMK?Ce<?G HKaCeS<?G

由图 / 可以看出!通过 0)e@P:模拟得到的
裂纹扩展路径与文献*".+通过 P0)@P:模拟得到
的裂纹扩展路径结果相一致)

基于边的光滑有限元法"P0)@P:#进行裂纹
扩展分析时!需要根据裂纹扩展方向和裂尖位置
的变化反复调整计算网格并对裂尖处的网格进行
加密处理) 而利用本文光滑)扩展有限元法 " 0)
e@P:#进行裂纹扩展分析时!不需要对网格进行
重划分和加密!计算速度显著提高)
% %̂ %̂!含孔洞梁四点弯曲实验裂纹扩展路径

模拟
建立中心含孔洞梁的数学模型!尺寸如图 "*

所示) 设该梁为各向同性弹性材料!弹性模量+a
% *̂$r"*$ :H5!泊松比 .#* ’̂! 施加顶部集中载
荷 ;a"** K)

图 (%!含孔洞梁四点弯曲示意图!QQ"

<NOVIM(%!<EVIcENKL.MKaNKO aNHOIHQ EP

.MHQYNL11EFM!QQ"

!!将裂纹扩展步长设置为 " ’̂$ AA) 根据计算
结果可知!当裂纹扩展到第 "( 步时!裂纹不再扩
展) 将第 "’(’&’"( 步时的应力云图及扩展路径

绘于图 "")

图 ((!四点弯曲裂纹扩展模拟结果

<NOVIM((!CNQVFHLNEKIMbVFLbEPPEVIecENKL.MKaNKO

]IH]_cIEcHOHLNEK

将本算例通过光滑扩展有限元法" 0)e@P:#
得到的裂纹扩展路径与文献*"#+通过传统有限
元法"@P:#得到的裂纹扩展路径进行比较!如图
"% 所示)

图 ($!<?G 与 CeS<?G 裂纹扩展路径模拟结果对比

<NOVIM($!&EQcHINbEKEPbNQVFHLNEKIMbVFLbEP]IH]_

cIEcHOHLNEKcHL1.MLYMMK<?G HKaCeS<?G

由图 "% 可以看出!裂纹在进行扩展时!受左
侧孔洞的影响!其裂纹扩展路径在向上扩展的同
时逐渐靠近左侧孔洞!在扩展至孔洞面时结束)

利用传统有限元法"@P:#进行分析时!每一
步裂纹扩展都需要对网格进行加密!计算较为复
杂) 而本文利用光滑)扩展有限元法" 0)e@P:#进
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行分析时!得到的裂纹扩展路径与文献 * "#+一
致!不需要对网格进行重新划分!大大简化了计算
步骤!提升了计算效率)

#!结论

""#通过对中心含裂纹的无限大板进行应力
强度因子数值模拟!并对结果进行分析可知!在满
足一定条件下!利用光滑)扩展有限元法程序计算
得到的9’:型以及复合型裂纹的应力强度因子
数值无限接近于解析解)

"%#本文在光滑)扩展有限元法理论的基础
上!结合最大周向拉应力判据形成裂纹扩展专用
程序) 分别对含侧边裂纹板受单向拉伸模型’含
孔洞梁的四点弯曲模型进行裂纹扩展路径模拟!
与已有文献中的路径进行对比!验证了模拟结果
的正确性) 同时!利用本文提出的光滑)扩展有限
元法进行裂纹扩展路径分析时!不需对网格进行
重新划分或者加密处理!达到了简化分析过程’提
高计算效率的理想效果)
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