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摘!要# 作为机器学习方法之一的孪生参数化不敏感支持向量回归机 %RHQ0S2&有着简洁的数学模

型!良好的学习性能!特别适合于求解带有结构异方差噪声的数据回归问题!然而 RHQ0S2的训练速度

较低!训练效率有待提高" RHQ0S2的传统算法可以归结为通过转化对偶问题的方法求解 % 个带有不

等式约束的二次规划问题!然而这种求解二次规划问题的方法对于样本数目较大的问题将受到时间

和内存的制约!这是导致 RHQ0S2训练效率低的关键所在" 针对此问题!首先!引入正号函数!将

RHQ0S2的 % 个二次规划问题转化为 % 个不可微的无约束优化问题#其次!引入 +Yd0 光滑函数和正则

项!对 RHQ0S2模型进行正则化!并对不可微的无约束优化问题进行光滑逼近!从而将不可微的模型转

化为可微的无约束优化问题!并用收敛速度快的 K3L=89)D,A>T8方法求解新模型!提出光滑孪生参数

化不敏感支持向量回归机% 0RHQ0S2& #最后!从理论上证明了 0RHQ0S2模型是收敛的!并具有任意阶

光滑性" 为了验证所提算法的有效性和可行性!对机器学习常用的人工数据集和 [+Q数据集进行仿

真实验" 实验结果表明$和其他机器学习方法相比!0RHQ0S2在保证精度不下降的前提下!获得了更

高的训练效率"
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%!引言

支持向量机"4;CC8,=G36=8,A567>93! 0S:#是
一种优秀的机器学习方法!具有扎实的理论基础
和核映射能力!一经提出就得到了学者们的极大
关注!目前在很多工程领域都得到了应用 * "_’+ )
随着研究的深入!研究者们发现 0S:虽然分类能
力强!但是在训练阶段!花费的时间代价比较高)
为了解决这个问题!目前有很多关于提高 0S:训
练速度的改进算法) 例如!%**" 年!@;9E等 * (+提
出了近似支持向量机" C,8V>A5<4;CC8,=G36=8,A5)
67>93! H0S:#!其基本思想是在每类样本集中设
置与样本点邻近的平行超平面!并且使 % 个超平
面之间的距离达到最大) %**. 年!:59E545,>59
等 * $+对 H0S:进行改进!提出了广义特征近似支
持向量机" C,8V>A5<4;CC8,=G6=8,A567>93G>5E39)
3,5<>U3B 3>E39G5<;34! OPH0S:#) OPH0S: 通过
求解 % 个广义特征值问题的最小特征值来获得全

局极值) %**# 年!W5N5B3G5等 * .+ 在 OPH0S:4基
础上提出了孪生支持向量机 "=L>9 4;CC8,=G36=8,
A567>934! RX0S:#) 和 0S:的不同之处在于
RX0S:的数学模型是 % 个带有不等式约束条件
的二次规划问题!寻找的是一对不平行的分类超
平面!隐含的并行性从理论上可以保证 RX0S:
的训练速度有很大的提高) 由于 RX0S:具有良
好的分类性能!目前已被应用于说话人识别 * #+ ’
医学检测 * &+等领域)

对于回归问题!%*"* 年!H39E等 * /+提出了孪
生支持向量回归机"=L>9 4;CC8,=G36=8,,3E,344>89!
R0S2#) R0S2的数学模型是一对二次规划问
题!每个二次规划问题所含约束条件的数目仅为
传统支持向量回归机 "4;CC8,=G36=8,,3E,344>89!
0S2#的一半!并且 R0S2的对偶问题中没有等式
约束!这使得 R0S2的训练速度大为提高 * "*_"%+ )
然而!和很多机器学习方法一样!R0S2算法不适
用于求解带有异方差噪声的样本!因为这类噪声
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的分布区域是不一致的) 为了解决这类问题!
%*"* 年!Y58* "’+ 引入一种参数化不敏感损失函
数!提出了参数化不敏感支持向量回归机" C5,)G)
0S2#!其实验结果表明!C5,)G)0S2在求解该类噪
声的样本具有优势) %*"% 年!H39E* "(+借鉴这个
思想!提出孪生参数化不敏感支持向量回归机
" =L>9 C5,5A3=,>6 >94394>=>G3 4;CC8,= G36=8,
,3E,344>89! RHQ0S2#) 和 R0S2相比!RHQ0S2更
擅长处理异方差噪声的问题!并且 RHQ0S2的训
练速度有了显著的提高) %*"# 年!丁世飞等 * "$+

引入最小二乘方法!并采用混沌布谷鸟优化算法
优化其参数!提出了最小二乘孪生参数化不敏感
支持向量回归机"<354=4j;5,34=L>9 C5,5A3=,>6>9)
4394>=>G34;CC8,=G36=8,,3E,344>89! Z0RHQ0S2#!效
率得到了一定的提高) 然而由于算法缺乏稀疏
性!其性能有待进一步提升)

为了进一步提高 RHQ0S2的训练效率!本文
引入光滑技术!提出了光滑孪生参数化不敏感支
持向量回归机 "4A88=7 =L>9 C5,5A3=,>6>94394>=>G3
4;CC8,=G36=8,,3E,344>89!0RHQ0S2#) 在 0RHQ0S2
中!引入光滑技术!直接在原始空间将 RHQ0S2
带约束条件的二次规划问题转化为无约束优化
问题!从而可以通过各种快速算法如 K3L=89 法
进行求解) 理论上证明了算法的光滑性和收敛
性!在标准数据集上的实验结果表明!和其他机
器学习方法相比!0RHQ0S2的学习性能有明显
提升)

(!,2ACB:基本理论

假设给定训练集 /"!"!%"#!"!%!%%#!$!"!3!

%3#0 ’:
C X:!"#"!%!$!3) 令+3XC 为训练样本

输入数据集!即/!-0
3
-#"%令 ,3XC 为训练样本输出

数 据 集! 即 +3XC 对 应 的 回 归 为 ,3XC #

*%"!%%!$!%3+
R)

首先 简 要 地 回 顾 一 下 RHQ0S2算 法 * "(+ )
RHQ0S2需要寻找下面的一对函数(

7""!# #-
R
"!,M"%

7%"!# #-
R
%!,M%){ ""#

!!通过式""#确定最终的回归函数) 求解如下
二次规划问题可以得到这对函数的参数)

A>9 "
%
4-"4

% *
$"
3
.R%"+%-" ,M".%# ,

B"
3
.R%$[ ] !

!!!4\=\!,# +-" ,M"." *$!$# *% "%#

A>9 "
%
4-%4

% ,
$%
3
.R"+"K% ,M%."# ,

B%
3
.R"%[ ] !

!!!4\=\!,$ +-% ,M%.% ,%!%# *) "’#
式中( $"’B"’$%’B% 为惩罚参数%$’%为松弛变量%

." ’ :
3和 .% ’ :

3为分量全为 " 的列向量)
引入拉格朗日乘子 5!式"%#变为

( #
"
%
4-"4

% *
$"
3
.R"+-" ,.M"# ,

B"
3
.R$*

/R",*"+-" ,M".# ,$# *!
R$) "(#

! ! 根 据 最 优 化 理 论 的 ddR"d5,;47)d;79)
R;6M3,#条件!可以得到式"(#的对偶形式(

A5V* "
%
/R++R/*,R/,

$"
3
.R++R/( ) !

4\=\!* $ /$
B"
3
.!.R/#/") "$#

!!优化后可以计算出第 " 个超平面的解(

-" #+
R $"
3
.*/( )!M" # "

01"
&
"’01"

"2"*+-"#) ".#

式中(01" 为满足/"’ *!
B"
3( ) !"#"!%!$!3的样

本指标的集合% , 为集合的基数)
采用同样的方法!引入拉格朗日乘子 0!可以

得到式"’#的解(

-% #+
R 0 *

$%
3
.( ) !M% # "

01%
&
"’01%

"2"*+-%#) "##

式中(01% 为满足 0"’ *!
B%
3( ) !"#"!%!$!3的样

本指标的集合% , 为集合的基数)

$!光滑孪生参数化不敏感支持向量回
归机

!!为了提高 RHQ0S2的学习性能!在本节中!引
入光滑技术!将 RHQ0S2的数学模型直接转化为
无约束优化问题!进而可以采用具有快速寻优能
力的 K3L=89 法求解的算法!即光滑孪生参数化不
敏感支持向量回归机"0RHQ0S2#)

首先!对 RHQ0S2的二次规划问题式 " %#和
式"’#进行稍微改动(! 在目标函数中加入所
求超平面偏移的平方!如此可以保证模型解的
唯一性 * ".+ %"将松弛变量 $和 %由原来的 " 范
式修改为 % 范式!如此可以在一定程度上避免
解的不稳定性 * "#_"&+ ) 改进后的 % 个二次规划问
题如下(

A>9 "
%
"4-"4

% ,M%"# *
$"
3
.R%"+%-" ,M".%# ,

B"
%3
.R%$[ ] !

!!4\=\!,# +"-" ,M"." *$!$# *% "&#
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A>9 "
%
"4-%4

% ,M%%# ,
$%
3
.R""+"-% ,M%."# ,

B%
%3
.R"%[ ] !

!!4\=\!,$ +%-% ,M%.% ,%!%# *) "/#

为 方 便 计 算! 令 3" # "-R" !M"#
R!3% #

"-R% !M%#
R!!#"+"!."#

R!%#"+%!.%#
R!则引出如

下的定理)
定理 (!式 " &#等价于如下的无约束优化

问题(

A>9 "
%
3R
"3" *

$"
3
.R%%3" ,

B"
%3
4 "*!3"# ,4

%[ ] )

""*#
式中( ",# ,称为正号函数!表示把其中向量为负
的分量标记为零)

证明 ! 由式 " & # 的约束条件!得到 $#
"*+"-" *M"."# ,#"*!3"# ,!只要证明 "3!

" !

$! # 是优化问题式"&# 最优解的必要条件是 $#

"*!3"# ,即可) 采用反证法证明!设"3!
" !$

! #

是优化问题"&# 的最优解!且有 $! ."*!3"# ,
成立) 令 $Q. "*!3"# ,!同时设优化问题式

"&# 的目标函数为 1"3!$#!则有 1"3!
" !$Q# 2

1"3!
" !$

! #成立) 由于$Q.$! 存在!所以"3!
" !

$! # 不是优化问题式"&#的最优解!与假设产生
矛盾) 证毕)

定理 $!式""*#是连续且不光滑的无约束的
优化问题)

证明!式""*#的可导性和光滑性完全取决
于正号函数 "*!3"# ,!记 9,#"*!3"# ,!由 9,

的定义 9,#
9!9 # *
*!9 2*{ 可知!<>A

95*,
#"!<>A

95**
#*!因此

9,在 9 #*处不可微) 同时!9,也可以表示为 9,#

89 8,9
%

!显然 9,是连续函数) 因此!9p连续但

不光滑) 证毕)
对于无约束优化问题"式""*##!可以使用具

有快速寻优能力的 K3L=89 法进行求解!由此可以
快速提高 RHQ0S2的训练速度) 然而!K3L=89 法
要求目标函数具有二阶可微性!而由定理 % 可知!
式""*#是不可微的) 一条可行的途径是利用光
滑技术对不可微优化问题作光滑处理!从而易于
求解) 引入 +Yd0"+739)Y5,M3,)d59U8L)4A5<3#光
滑函数后!可得到如下的优化问题(

A>9 "
%
3R
"3" *

$"
3
.R%%3" ,

B"
%3
4&"*!3"!"#4

%[ ] )

"""#

式中( &"!!"# #
!, !% ,("槡

%

%
! 这里光滑函数

&"!!"# 对",# ,进行了光滑处理)
定理 #!+Yd0 光滑函数 &"!!"# 关于 !是

任意阶光滑的)
实际上!+Yd0 光滑函数&"!!"# 已经被成功

应用到支持向量机和孪生支持向量机中!关于它
的任意光滑性已经得到证明 * "/+ )

同样地!我们也可以得到式 "/#的光滑逼近
形式(

A>9 "
%
3R
%3% ,

$%
3
.R"%3% ,

B%
%3
4&"*%3%!"#4

%[ ] )

""%#
由定理 ’ 可知!0RHQ0S2的优化问题式"""#

和式""%#可以用 K3L=89 法快速求解)
求解非线性问题时!在 0RHQ0S2数学模型中

引入核函数即可)
基于核空间的式"&#和式"/#的优化问题为

A>9 "
%
"4-"4

%pM%"#_
$"
3
.R%*Y"+%!+#-"pM":%+p

B"
%3
.R%${ } !

4\=\!,# Y"+%!+#-" ,M"." *$!$# *% ""’#

A>9 "
%
"4-%4

%pM%%#p
$%
3
.R"*Y"+"!+#-%pM%."+p

B%
%3
.R"%{ } !

!4\=\!,$Y"+"!+#-% ,M%.% ,%!%# *) ""(#
式中( +#*+"!+%+%Y",!,# 是选定的核函数)

引入 +Yd0 光滑函数! 则可得到非线性
0RHQ0S2的数学模型(

A>9 "
%
3R
"3" *

$"
3
.R%4%3" ,

B"
%3
4&"*4"3"!"#4

%[ ] %

""$#

A>9 "
%
3R
%3% ,

$%
3
.R"4"3% ,

B%
%3
4&"*4%3%!"#4

%[ ] )

"".#
式中( 4" #*Y"+"!+#!."+%4% #*Y"+%!+#!.%+)

前面定理也适用于非线性 0RHQ0S2!即优化
问题式" "$#和式 "".#是任意阶光滑的!可使用
K3L=89 法快速求解)

#!实验与分析

为了测试 0RHQ0S2算法的学习能力!本节进
行 % 组实验(第 " 组实验是在 " 个常用的人工数
据集上%第 % 组实验是在 "* 个标准数据集上) 实
验结果与 R0S2’RHQ0S2和 Z0RHQ0S2* "$+这 ’ 个
算法的结果进行对比) 运行环境设置为 Q9=3<"2#
+8,3"R:#% J;8+H[P($**!% O内存和 :DRZD1)
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R0S2’RHQ0S2’Z0RHQ0S2和 0RHQ0S2的参数都是
采用网格划分方法进行确定!搜索范围为 * %_#!
%"%+) 本文采用的核函数为高斯核函数!其表达

式为 Y"!!!"##3VC *
4!*!"4

%

%’%( ) !K3L=89 法结

束时下降方向的模(" #" *̂ X"*
*’!+Yd0 函数的

参数 "#" *̂ X"**$)
#4(!人工数据集上的实验

4>96函数经常被用来测试各种机器学习方法
的回归性能 * "/+ !其表达式为

%#4>96"!"##
4>9 !"
!"

,."!!"S=**’6!’6+)

为了更好地测试算法的学习性能!在训练样

本中!分别加入如下的异方差结构噪声(

RNC3D(."# *
!"
&6

,* $̂( ) ("!("S=*** $̂!* $̂+%
RNC31(."# *

!"
&6

,* $̂( ) ("!("SD"*!* %̂$%#)
式中( =*A!M+ 表示的是在 *A!M+ 上的均匀随机
变量! D"B!J%# 表示的是均值为 B’ 方差为 J% 的
高斯随机变量)

该数据集的训练样本和测试样本都设置为
$ ***) 表 " 为 Z0RHQ0S2’ R0S2’ RHQ0S2 和
0RHQ0S2( 种算法独立运行 ’* 次的平均结果) 图
" 和图 % 分别为 Z0RHQ0S2’R0S2’RHQ0S2和
0RHQ0S2对带不同噪声的 4>96函数的拟合效果)

表 (!" 种算法在带有 $ 种不同类型噪声 bNK]函数下的比较结果

,H.FM(!&EQcHINbEKIMbVFLbEPPEVIHFOEINL1QbYNL1LYE aNPPMIMKLLTcMbEPKENbMbNK]PVK]LNEKb

算法
均方根误差 &Z?+ 训练时间-4

RNC3D RNC31 RNC3D RNC31

0RHQ0S2 %4%-# $f%4%%( 5 %4%-6 #f%4%%( ( %4%56 " %4%65 #

RHQ0S2 * *̂/% "q* *̂*% ( * *̂/" %q* *̂*% $ * *̂/% ( * $̂&/ .

R0S2 * "̂*" %q* *̂*% $ * "̂’. .q* *̂*" $ * *̂/$ % % *̂&% "

Z0RHQ0S2 * *̂/. %q* *̂*% " * "̂*" %q* *̂*% ’ * ’̂’" % * ’̂%" (

图 (!" 种算法对带有 ,TcM/噪声的 bNK]!5"的拟合结果

<NOVIM(!<NLLNKO IMbVFLbEPPEVIHFOEINL1QbYNL1bNK]!5" EP,TcM/KENbM
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图 $!" 种算法对带有 ,TcMX噪声的 bNK]!5"的拟合结果

<NOVIM$!<NLLNKO IMbVFLbEPPEVIHFOEINL1QbYNL1bNK]!5" EP,TcMXKENbM

!!从表 " 可以看出!对于带有异方差噪声的
4>96函数!0RHQ0S2’RHQ0S2和 Z0RHQ0S2的拟合
效果都比 R0S2的效果好!说明前 ’ 种算法在处
理异 方 差 噪 声 方 面 有 独 特 的 优 势) 而 在
0RHQ0S2’RHQ0S2和 Z0RHQ0S2这 ’ 种算法中!
0RHQ0S2在回归精度不下降甚至更好的情况下!
其使用的训练时间是最小的) 表 " 的实验结果表
明!引入光滑技术!采用 K3L=89 法求解算法模型!
可以快速提高训练的效率) 图 " 是 ( 种算法对带
有 RNC3D噪声的函数 4>96"!#的拟合结果) 从图
" 可以直观地看出!0RHQ0S2算法"图 ""5##的支
持向量最少!所以使用的训练时间最少) 图 % 是
( 种算法对带有 RNC31噪声的 4>96"!#函数的拟
合结果) 从图 % 也可以看出!0RHQ0S2算法"图 %
"5##的回归函数和 4>96函数基本重合!说明其拟
合精度是比较令人满意的) 同时和其他算法相
比!0RHQ0S2的支持向量是最少的!所以其训练
!!

的效率也得到了提升)
#4$!9&A数据集上的实验

为了进一步验证算法的性能!本文对 "* 个常
用的 [+Q数据集进行测试!这些数据集常被用来测
试机器学习算法的性能) 实验环境’参数设置和
’ "̂ 节一样) 表 % 显示的是 ( 种算法的运行结果)

由表 % 可以看出!和其他算法相比!0RHQ0S2
在拟合效果上不一定是最好的!比如在 184=89’
:567 +H[和 03,G8这 ’ 个数据集上!0RHQ0S2的
&Z?+不是最好的!但是精度还在可接受的范围
内) 最重要的!0RHQ0S2所花费的训练时间是最
少的) 对于机器学习算法来说!能在满意解内取
得最高的训练效率是很重要的) R,>5U>934是一个
.* 维的高维数据集!X>93j;5<>=NL7>=3是一个具
有 ( &/& 个样本的较大数据集!从表 % 可以看出!
0RHQ0S2处理这 % 个数据集时同样具有不错的
性能)
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表 $!" 种算法在 9&A数据集的测试结果

,H.FM$!,MbLIMbVFLbEPPEVIHFOEINL1QbEK9&A\HLH bMLb

数据集
均方根误差 &Z?+ 训练时间-4

0RHQ0S2 RHQ0S2 R0S2 Z0RHQ0S2 0RHQ0S2 RHQ0S2 R0S2 Z0RHQ0S2

:8=8,6N6<3
""’’r%#

* %̂*(q* *̂*$ * %̂’"q* *̂*" * %̂.$q* *̂*. * %̂"&q* *̂*% * *̂%" ’ * *̂$"% * *̂(’ % * *̂(% $

184=89
"$*.r"(#

* "̂(’q* *̂*/ * "̂%(q* *̂"’ * "̂.$q* *̂"$ * "̂$%q* *̂(% * *̂&’ ’ * "̂#. $ * "̂.* . * "̂*. &

D;=8):CE
"’/&r&#

* "̂*/q* *̂’% * %̂’"q* *̂"" * "̂/&q* *̂%% * "̂’(q* *̂($ * *̂$’ ’ * %̂’% " * "̂%’ % * *̂#’ .

:5=7\+H[
"%*/r##

* *̂.#q* *̂*’ * *̂$$q* *̂"% * *̂"%q* *̂*& * *̂/%q* *̂*. * *̂"’ ’ * *̂%( $ * *̂’( $ * *̂"& $

03,G8
"".#r$#

* "̂##q* *̂’( * "̂//q* *̂%’ * "̂*/q* *̂"& * "̂&"q* *̂/% * *̂"$ $ * *̂’" ’ * *̂(’ % * *̂%’ $

D;=8C,>63
""$/r".#

* "̂*(q* *̂%’ * ’̂’%q* *̂%’ * "̂$(q* *̂%" * "̂.*q* *̂(’ * *̂"’ ( * *̂’/ / * %̂%. $ * *̂%( ’

R,>5U>934
""&.r.*#

* "̂*/q* *̂"" * %̂%&q* %̂$. * (̂.$q* *̂"% * (̂..q* "̂%’ * *̂%/ & * "̂%# . * (̂&& # * %̂/# .

+896,3=3+4
"" *’*r/#

* "̂*(q* *̂/& * "̂$&q* %̂’" * $̂&/q* "̂%( * ’̂#.q* ’̂%% * *̂#. . * "̂$( ’ * (̂$. $ * "̂/& &

X>93j;5<>=NL7>=3
"( &/&r"%#

* *̂$’q* *̂.# * "̂//q* "̂($ * .̂#.q* *̂%& * .̂(’q* "̂%% * %̂.$ ( * $̂.# # " %̂$( ’ * &̂/# (

Z8,39U* *̂$
"’ ***r.#

* "̂"%q* "̂#& * %̂’%q* *̂#& * #̂/#q* %̂.$ * ’̂$&q* *̂%& * *̂.( ( * "̂#( ’ * /̂&% . * %̂.# (

"!结论

孪生 参 数 化 不 敏 感 支 持 向 量 回 归 机
"RHQ0S2#的模型是一对带有约束条件的二次规
划问题) 如果直接在对偶空间求解 RHQ0S2!所花
费的训练时间比较多) 为了提高 RHQ0S2的训练
效率!本文引入光滑技术!将 RHQ0S2的带有不等
式约束的二次规划问题等价地转化为 % 个无约束
的优化问题!并从理论上证明改进后的目标函数
具有二阶可微性!由此可以直接采用具有快速寻
优能力的 K3L=89 法进行求解!提出了光滑孪生参
数化不敏感支持向量回归机" 0RHQ0S2#) 在 [+Q
数据集和加入异方差噪声的人工数据集上的实验
结果都表明了和其他算法相比!在保证拟合效果
不下降的情况下! 0RHQ0S2可以得到较高的训
练效率)
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