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摘 要: 双腔光反馈干涉( OFI) 系统常用于移动物体的高灵敏度感测，其动态行为可通过求解 Lang-
Kobayashi ( L-K) 方程进行描述，而求解精度会对系统准确性产生决定性影响。为了提高双腔 OFI 系统
对移动物体的测量精度，提出一种求解 L-K方程的六阶龙格-库塔算法。通过分析微分方程数值解法的
原理，在四阶龙格-库塔算法的基础上选取更多区间点计算积分曲线的斜率平均值，使其更接近于真实
值以进一步提高求解精度。同时，设计并实现了基于光电信号双腔 OFI 系统的移动物体运动检测仿真
软件并进行仿真实验，将六阶龙格-库塔算法分别与欧拉法、四阶龙格-库塔算法的仿真结果进行对比分
析。实验结果表明:该算法与欧拉法相比，求解精度平均提高了约 22%;与四阶龙格-库塔算法相比，求
解精度平均提高了约 6%。六阶龙格-库塔算法可以提高 L-K 方程的求解精度，从而生成更精确的仿真
结果，提高双腔 OFI系统的感测灵敏度。
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0 引言

由光反馈效应逐渐形成的自混合 ( SMI) 干
涉理论被广泛应用于位移计算、震动检测、形貌
重构、粒子运动测量等领域［1］。Fischer 等［2］首
次提出光反馈干涉仪中的双腔结构 ( 双腔 OFI
系统) 由激光二极管( LD) 和两个外部高反射金
镜组成。该模型在研究具有许多自由度的非线
性系统中的动力学时，具有十分理想的效果。
Yu等［3］和 Fan 等［4］先后研究了多重光反馈以
及多模激光器的自混合干涉理论，提出了含预
反馈的激光自混合干涉型位移测量结构，可以
在弱反馈条件下得到类锯齿波以进行判向。近
年来，研究人员已在许多应用中使用了双腔 OFI
结构: Jiang等［5］和 Geng等［6］提出了一种基于双
腔 OFI 的多普勒速度测量方法; Zhang 等［7］和
Chen等［8］使用双腔 OFI实现了二维振动测量和
多个目标的运动检测; Mezzapesa 等［9］提出了一
种使用双腔 OFI 来实现纳米级位移传感的

方法。
Lang等［10］首次提出一种描述单模半导体激

光器的速率方程: Lang-Kobasyashi ( L-K) 方程，它
可以完整地描述具有外部光反馈( EOF) 的单模激
光的动态行为，成为研究光反馈自混合干涉效应
动态问题的最经典方法之一。L-K方程本质是一
个常微分方程组，具有变系数、非线性的特征，因
此无法获得解析解( 符号解) ，需要对其进行数值
求解。目前，已有的研究对双腔 OFI 系统中的
L-K方程主要通过欧拉法［11］、梯形公式法［12］、
改进欧拉法［13］、四阶龙格-库塔法［14］进行求解。
但这些方法存在着求解精度不够高、计算速度
不够快的问题，导致生成的光电信号不能够十
分准确地描述激光的动态行为，降低了系统的
测量精度。因此，为了进一步提高光电信号双
腔 OFI系统的动态行为求解精度，本文提出一
种求解 L-K 方程的六阶龙格-库塔算法，通过选
取更多的区间点计算积分曲线的斜率平均值，
使其更接近于真实值以提高精度，并将其应用
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于双腔 OFI系统的移动物体运动检测仿真软件
中进行仿真实验。

1 双腔 OFI系统的 L-K方程

如图 1 所示，双腔 OFI 系统由激光二极管
( LD) 、光电二极管( PD) 、聚焦透镜( Lens) 、目标
1 ( Target-1 ) 、目标 2 ( Target-2 ) 组 成。其 中
Taerget-1为被测量目标，其表面的反射率非常低，
LD与 Target-1之间的腔称为被测量腔。Target-2
表面具有较高的反射率可以用于提供预反馈，LD
与 Target-2之间的腔称为控制腔。

图 1 双腔 OFI系统
Figure 1 Dual-cavity OFI system

L-K 方程包括 3 个联立的延迟微分方程
( DDE) ，通过修改 L-K 微分方程，可以扩展得到
双腔 L-K方程:

dE( t)
dt

= 1
2

G( N( t) ，E( t) ) － 1
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τin
·
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·

E( t － τ2) ·cos( ω0τ2 + ( t) － ( t － τ2) ) ; ( 1)
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·
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E( t)

·sin( ω0τ1 + ( t) － ( t － τ1) ) －
k2
τin
·

E( t － τ2)
E( t)

·sin( ω0τ2 + ( t) － ( t － τ2) ) ; ( 2)

dN( t)
dt

= J － N( t)
τs

－ G( N( t) ，E( t) ) E2( t) 。 ( 3)

双腔 L-K 方程中参数的物理意义和数值见
表 1。

2 双腔OFI系统L-K方程的龙格-库塔算法

2. 1 龙格-库塔算法
在自然科学和社会科学的许多领域，经常会

遇到一阶微分方程的初值问题:
y'( x) = f( x，y) ， x≥ x0 ;

y( x0 ) = y0。{ ( 4)

表 1 L-K方程中参数的物理意义
Table 1 Physical meaning of the parameters in the

L-K equation

符号 物理意义 数值

GN 模态增益系数 / ( m3·s－1 ) 8. 1×10－13

N0 载流子密度 /m－3 1. 1×1024

ε 增益饱和系数 /m3 2. 5×10－23

Γ 限制系数 0. 3

τin 激光在内腔往返时间 / s 8. 0×10－12

α 线宽增强因子 6. 0

τs 载体寿命 / s 2. 0×10－9

τp 光子寿命 / s 2. 0×10－12

J 注入电流密度 / ( A·m－3 )

ω0 激光的角频率 / ( rad·s－1 )

k1 目标 1的反馈强度

k2 目标 2的反馈强度

τ1 目标 1的往返时间 / s

在一系列离散的点 x1，x2，x3，…，xn上求出未
知函数 y( x) 之值 y( x1 ) ，y( x2 ) ，y( x3 ) ，…，y( xn )
的近似值 y1，y2，y3，…，yn，即为所求的微分方程
初值问题的数值解［15］。龙格-库塔算法是目前最
为常见的一种微分方程初值问题的数值解法，相
比于欧拉法、梯形公式法、改进欧拉法具有较高的
精度和稳定性，而且容易编程，所以被广泛应用于
各个领域。

龙格-库塔算法的基本思想是在( xn，xn+1 ) 之
间取一些积分曲线的若干点的切线斜率，再进行
一次( 或多次) 算数( 或加权) 平均后产生新的斜
率，随后按这个斜率从( xn，yn ) 以直线代曲线向
前推进一步。根据差商代替导数的思想，由微分
中值定理可知:
y( xn+1) － y( xn )

h
= y'( xn + θh) ，0 ＜ θ ＜ 1。 ( 5)

注意到一阶微分方程 y'( x) = f( x，y) 可得
y( xn+1) = y( xn) + hf( xn + θh，y( xn + θh) ) 。 ( 6)

记 珋k = f( xn + θh，y( xn + θh) ) ，被称为区间
［xn，xn+1］上的平均斜率。龙格-库塔算法就是在
区间［xn，xn+1］内多取几个点，将它们的斜率平均

值作为 珋k，就可以得到精度更高的计算公式。并
且，随着所取点数量的增加，得到的 珋k会更加接近
于斜率的真实值，求得的结果的精度自然更高。
其中，所取点的个数为龙格-库塔算法的阶数。
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2. 2 四阶龙格-库塔算法

当在区间内取 4 个点计算平均斜率时，即为

四阶龙格-库塔算法。四阶龙格-库塔公式并不唯

一，其中最经典的为［16］

k1 = f( xn，yn ) ;

k2 = f ( xn + 1
2
h，yn + 1

2
hk1 ) ;

k3 = f ( xn + 1
2
h，yn + 1

2
hk2 ) ;

k4 = f( xn + h，yn + hk3 ) ;

yn+1 = yn + 1
6
h( k1 + 2k2 + 2k3 + k4 ) 。


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( 7)

2. 3 六阶龙格-库塔算法

六阶龙格-库塔算法需要计算 7 个 k 值，根据

上述推导过程，可以求得一种六阶龙格-库塔

公式［17］:
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6
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2
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2. 4 L-K方程的龙格-库塔算法

根据六阶龙格-库塔公式，由式( 1) 可以得到

L-K方程的龙格-库塔公式:

k1 = f( tn，En ) ;

k2 = f ( tn + 1
3
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3
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3
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3
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( 9)
根据式( 9) ，可以得到 L-K 方程六阶龙格-库

塔算法的伪代码如下所示。
算法 L-K方程的六阶龙格-库塔算法。
输入: E、、N关于 t的微分方程和初始值;
输出: E、、N值。
① 设置 E、、N的初始值 E0、0、N0 ;
② 设置步长 h;
③ for ( k= 1 ∶SamplingNumber) do
④ 计算微分方程中目标的相位变化值;
⑤ 根据六阶龙格-库塔公式计算 k1、k2、k3、

k4、k5、k6、k7;
⑥ then
⑦ 依次计算 E、、N;
⑧ 更新 E0、0、N0 ;
⑨ end for
用 n表示采样数的值，那么六阶龙格-库塔算

法的时间复杂度为 O( n) 。

3 仿真软件设计和实现

双腔 OFI 系统仿真软件通过 MATLAB 进行
开发，用于测量移动物体在运动中的动态行为，
观察仿真结果是否符合预期并预判测量精度，
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最终指导硬件平台上的实际物理测试实验
过程。

双腔 OFI系统仿真软件进行模块化后可以
分为 7 个主要模块，其模块分解图见图 2。

图 2 模块分解图
Figure 2 Module diagram

双腔 OFI系统仿真软件中的接口包括常量、
变量、计算反馈强度、计算相位变化量、定义微分
方程、龙格-库塔算法、绘制图像 7 个接口，接口定
义示例见表 2。

表 2 常量接口
Table 2 Constant interface

接口信息 详细描述
名称 常量接口
方法 ConstantParameters
功能 为所有的常量参数设置值

主要使用者 LK_SMI_Simmulation
返回值 常量参数的值，例如: LightSpeed= 3E+8

双腔 OFI系统仿真软件的总体仿真流程为:
通过六阶龙格-库塔算法求解 L-K方程，然后根据
所得的 E( 腔内电场强度) 值绘制 OFI信号关于时
间 t的图像。

4 仿真实验与结果分析

本实验的主要工作是根据电场强度 E 的值

体现 L-K方程的求解精度，不同反馈强度下的实
验为对照组。因此，实验的目标是观察反馈强度
对干涉效应的影响及不同反馈强度下的测量精
度。k1、k2 的值由实验输入参数反馈系数 c1、c2 求
解得出。
4. 1 单腔实验结果

在单腔实验中，设置 c1 = 0，分别设置 c2 =
0. 3、c2 = 2、c2 = 3 进行 3 组实验。作为对照，实验
分别采用欧拉法、四阶龙格-库塔算法 ( RK4) 、六
阶龙格-库塔算法( RK6) 进行求解。实验对比结
果见图 3、图 4，图中横坐标 t 代表时间，纵坐标
OFI signal代表系统生成的光反馈信号强度。

表 3和表 4展示了单腔实验中不同算法求解
的部分 E值和精度改进率。通过计算可得，RK6
相比于欧拉法的平均精度改进率约为 22. 95%，
RK6相比于 RK4的平均精度改进率约为 6. 01%。

对比实验结果分析表明，在欧拉法与 RK6 的
对比实验中，当 c2 较小时，其信号幅度也比较小，
欧拉法和 RK6的插补效果几乎相同;当 c2 分别增
大到 2和 3时，欧拉法会出现较明显的偏差，RK6
的效果明显优于欧拉法。在 RK4 与 RK6 的对比
实验中，当 c2 较小时，RK4 和 RK6 的插补效果几
乎相同; 当 c2 增大到 3 时，RK4 会出现较明显的
偏差，RK6的效果明显优于 RK4。
4. 2 双腔实验结果

在双腔实验中，设置 3 组 c1、c2 的值分别为:
c1 = 0. 1，c2 = 0. 3; c1 = 1. 5，c2 = 0. 3; c1 = 4，c2 = 0. 3。
实验对比结果见图 5、图 6。

表 5和表 6展示了在双腔实验中不同算法求
解的部分 E 值和算法精度改进率。通过计算可
得，RK6 相比于欧拉法的平均精度改进率约为
22. 94%，RK6 相比于 RK4 的平均精度改进率约
为 6. 01%。

图 3 单腔实验中欧拉法与 RK6的对比图
Figure 3 Comparison of Euler method and RK6 in single cavity experiment
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图 4 单腔实验中 RK4与 RK6的对比图
Figure 4 Comparison of RK4 and RK6 in single cavity experiment

表 3 单腔实验中欧拉法与 RK6的部分 E值
Table 3 Some E values of Euler method and RK6 in

single cavity experiment

实验编号
E / ( 1010·V·m－1 )

欧拉法 RK6
改进率 /%

1 1. 94 2. 18 12. 637
2 2. 88 3. 60 24. 944
3 4. 27 5. 67 32. 962
4 6. 22 8. 09 30. 022
5 8. 75 9. 99 14. 195

表 4 单腔实验中 RK4与 RK6的部分 E值
Table 4 Some E values of RK4 and RK6 in single

cavity experiment

实验编号
E / ( 1010·V·m－1 )

RK4 RK6
改进率 /%

1 9. 07 9. 00 0. 768
2 11. 40 10. 30 9. 193
3 10. 90 9. 79 10. 360
4 9. 07 8. 04 7. 443
5 7. 05 6. 85 2. 761

图 5 双腔实验中欧拉法与 RK6的对比图
Figure 5 Comparison of Euler method and RK6 in dual-cavity experiment

图 6 双腔实验中 RK4与 RK6的对比图
Figure 6 Comparison of RK4 and RK6 in dual-cavity experiment
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表 5 双腔实验中欧拉法与 RK6的部分 E值
Table 5 Some E values of Euler method and RK6 in

dual-cavity experiment

实验编号
E / ( 1010·V·m－1 )

欧拉法 RK6
改进率 /%

1 1. 94 2. 18 12. 647

2 2. 89 3. 61 24. 962

3 4. 27 5. 68 32. 972

4 6. 23 8. 10 29. 995

5 8. 76 10. 00 14. 119

表 6 双腔实验中 RK4与 RK6的部分 E值
Table 6 Some E values of RK4 and RK6 in

dual-cavity experiment

实验编号
E / ( 1010·V·m－1 )

RK4 RK6
改进率 /%

1 9. 07 9. 00 0. 740

2 11. 40 10. 30 9. 179

3 10. 90 9. 79 10. 339

4 9. 07 8. 40 7. 419

5 7. 05 6. 85 2. 759

对比实验结果分析表明:在双腔实验中，其总
体趋势与单腔实验相似，即 RK6 的效果明显优于
欧拉法和 RK4;但是当 c2 = 0. 3，同时 c1 逐渐增大
时，信号波形浮动范围进一步增大，会导致欧拉
法、RK4和 RK6的插补效果都变得恶劣。

5 结论

本文通过分析微分方程数值解法的原理，选
取更多区间点计算积分曲线的斜率平均值，提出
一种求解双腔 OFI 系统中 L-K 方程的六阶龙格-
库塔算法，并在移动物体运动检测仿真软件中进
行了对比实验。结果表明: 六阶龙格-库塔算法
与欧拉法相比，求解精度平均提高了约 22%，与
四阶龙格-库塔算法相比，求解精度平均提高了
约 6%。因此，通过六阶龙格-库塔算法求解 L-K
方程可以提高其求解精度，从而提高光电信号
双腔 OFI 系统对于移动物体的高灵敏度感测
精度。
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Sixth Order Runge-Kutta Algorithm for Lang-Kobayashi Equation of Dual-cavity
Optical Feedback Interference Laser System

YU Fangxing1，JI Bo1，CHENG Quanrun2，LU Hongxing1，LIU Hongchuan1

( 1．School of Information Engineering，Zhengzhou University，Zhengzhou 450001，China; 2．School of Electrical Computer and
Telecommunications Engineering，University of Wollongong，Wollongong 2522，Australia)

Abstract: The dual-cavity optical feedback interference system is often used for high-sensitivity sensing of
moving objects． Its dynamic behavior can be solved by the Lang-Kobayashi ( L-K) equation，and the accuracy
of the solution will have a decisive influence on the measurement accuracy． In order to improve the measure-
ment accuracy of the dual-cavity OFI system for moving objects，a sixth-order Runge-Kutta algorithm to solve
the L-K equation is proposed． By analyzing the principle of the numerical solution method of differential equa-
tions，more interval points are selected to calculate the average slope of the integral curve on the basis of the
fourth-order Runge-Kutta algorithm，so as to make it closer to the real value and further improve the solution
accuracy． At the same time，the simulation software of moving object motion detection is designed and imple-
mented based on the optoelectronic signal dual-cavity OFI system for simulation experiments，and the simula-
tion results of the sixth-order Runge-Kutta algorithm is compared with the Euler method and the fourth-order
Runge-Kutta algorithm． Experimental results show that compared with Euler's method，the solution accuracy is
improved by about 22% on average; Compared with the fourth-order Runge-Kutta algorithm，the solution accu-
racy is improved by about 6% on average． The sixth-order Runge-Kutta algorithm can improve the solving
accuracy of L-K equation，thus generating more accurate simulation results and improving the sensing sensitivi-
ty of the dual-cavity OFI system．
Key words: dual-cavity OFI system; Lang-Kobayashi equation; sixth-order Runge-Kutta algorithm;
simulation software


