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基于绝对节点坐标方法的柔顺机构动力学建模与仿真

张志刚， 周　 翔， 房占鹏， 肖艳秋

（郑州轻工业大学 河南省机械装备智能制造重点实验室，河南 郑州 ４５０００２）

摘　 要： 采用绝对节点坐标方法系统地研究了大变形柔顺杆的建模问题，建立了柔顺机构刚柔耦合动

力学方程。 在充分考虑柔顺杆与外部连接处变形特征基础上，提出了含端部变形约束的绝对节点坐标

梁单元。 应用闭锁问题缓解方法，考察了绝对节点坐标梁单元闭锁现象对柔顺机构动力学仿真的影响。
最后通过数值算例检验了绝对节点坐标方法对于柔顺机构动力学问题的精确性和有效性。
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０　 引言

柔顺机构是一类依靠柔性构件的弹性变形进

行运动、力和能量传递的新型机构形式［１］，具有

减少构件数量和装配时间、无摩擦磨损和传动间

隙、精度及可靠性高、可实现微型化等优点，在轻

型、微型化工程领域有着广泛的应用前景［２］。
柔顺机构的工作原理决定了在运行中柔顺杆

件必然经历大变形过程，这给精确建模带来了极

大困难。 为了简化大变形柔顺杆的建模所提出的

伪刚体模型方法［３］，采用具有等效力⁃杆端位移关

系的刚体构件模拟柔性杆件的变形，成功地架起

了刚性和柔性机构设计理论之间的桥梁。 由于该

模型含有一个转动副，因此被称为 １Ｒ 伪刚体模

型［４－５］。 虽然在一定范围内 １Ｒ 伪刚体模型也能

给出一定精度的杆端运动轨迹，但其对大变形柔

顺杆的近似精度不高。 为了提高模型精度，通过

增加模型中转动副个数或考虑轴向变形影响，改
进的 ２Ｒ、 ３Ｒ 以 及 ＰＲ 伪 刚 体 模 型 相 继 被

提出［６－８］。
随着应用范围的拓广，工程中对柔顺机构的

性能及运动精度都提出了更高要求。 系统动力学

特性不仅影响运动精度，还直接关系到既定功能

的实现。 为此，一些学者将伪刚体模型方法推广

到柔顺机构动力学研究［９－１１］。 但伪刚体模型缺乏

对柔顺杆大变形进行精确描述的能力，从而限制

了其在柔顺机构精确动力学仿真分析中的应用。
柔顺杆件属于大变形柔性梁，基于刚性截面

假设的建模方法需处理梁截面的大转动问题。 为

了避开大转动引起的数值困难，Ｓｈａｂａｎａ［１２］ 提出

的绝对节点坐标方法 （ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｎｏｄａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ
ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ， ＡＮＣＦ）选取整体坐标系下节点的绝

对位置矢量和梯度矢量作为单元参数，构造了一

种描述单元任意刚体运动的单元变形场。 ＡＮＣＦ
梁单元节点力可依据连续介质力学理论计算，并
具有常质量矩阵、系统方程不含惯性力和科氏力

项等优点。 因此该方法一经提出便引起普遍关

注，已发展出包含梁、板壳及一般实体等 ＡＮＣＦ 单

元族，并被应用于车辆、航天、仿生等实际工

程［１３－１５］。 最近李鹏飞等［１６－１７］ 采用 ＡＮＣＦ 方法研

究了平面固定－导向柔顺机构和柔顺双稳态机构

的变形与驱动力变化规律，并进行了数值仿真和

实验研究。 疲劳破坏是机械系统设计过程中所要

考虑的重要问题［１８］。 由于工作过程中柔顺杆件

处于循环往复的大变形状态，因此精确应力应变

分析对于柔顺机构设计及疲劳寿命分析极为重

要，而上述研究未曾涉及这一问题。
应用 ＡＮＣＦ 梁单元研究了大变形柔顺杆的动

力学建模问题，并精确计算了柔顺杆件的动态应

变分布；考虑柔顺杆端部铰接处对局部变形的影
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响，提出了一种含端部变形约束的平面 ＡＮＣＦ 梁

单元；采用最新提出的应变分解法 （ ｓｔｒａｉｎ ｓｐｌｉｔ
ｍｅｔｈｏｄ， ＳＳＭ） ［１９］ 考察了 ＡＮＣＦ 梁单元闭锁问题

对柔顺机构动力学特性的影响。

１　 绝对节点坐标梁单元

１􀆰 １　 单元形函数

平面 ＡＮＣＦ 梁单元内任意一点的位置矢量可

以表示为 ｒ（ｘ） ＝ Ｓ（ｘ）ｅ，其中 ｘ ＝ ［ｘ， ｙ］ Ｔ 为单元

物质坐标，单元形函数矩阵 Ｓ 和单元参数列阵 ｅ
分别为［２０］

Ｓ ＝ ［ ｓ１Ｉ ｓ２Ｉ ｓ３Ｉ ｓ４Ｉ ｓ５Ｉ ｓ６Ｉ］；

ｅ ＝ ［ｒ１Ｔ ｒ１Ｔｘ ｒ１Ｔｙ ｒ２Ｔ ｒ２Ｔｘ ｒ２Ｔｙ ］ Ｔ。{ （１）

　 　 平面 ＡＮＣＦ 梁单元的变形梯度表示为 Ｊ ＝
∂ｒ ／ ∂ｘ ＝ ［ｒｘ ｒｙ］，其中 ｒｘ ＝ Ｓｘｅ，ｒｙ ＝ Ｓｙｅ。 根据连

续介质力学理论 （ ｇｅｎｅｒａｌ ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，
ＧＣＭ），Ｇｒｅｅｎ⁃Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ 应变为

ε ＝ １
２
（ＪＴＪ － Ｉ） ＝

ｒＴｘ ｒｘ － １ ｒＴｘ ｒｙ
ｒＴｙ ｒｘ ｒＴｙ ｒｙ － １

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
。 （２）

　 　 利用 Ｇｒｅｅｎ⁃Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ 应变矩阵 ε的对称性，
定义 Ｇｒｅｅｎ⁃Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ 应变列阵 εｖ ＝ （ε １１ ε ２２

２ε １２） Ｔ。 与 Ｇｒｅｅｎ⁃Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ 应变 ε 功共轭的第

二类 Ｐｉｏｌａ⁃Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 应力 σ 也可以定义列阵形式

σｖ ＝ （σ １１ σ ２２ σ １２） Ｔ。 对于线弹性材料，本构

方程为 σｖ ＝ Ｅεｖ，其中弹性矩阵 Ｅ 为

Ｅ ＝
λ ＋ ２μ μ ０

μ λ ＋ ２μ ０
０ ０ μ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

， （３）

式中： 拉梅常数 λ ＝ （Ｅｖ） ／ （（１ ＋ ｖ）（１ － ２ｖ））；
μ ＝ Ｅ ／ （２（１ ＋ ｖ））， 其中 Ｅ 为弹性模量，ｖ 为泊

松比。
１􀆰 ２　 平面 ＡＮＣＦ 梁单元的控制方程

平面 ＡＮＣＦ 梁单元内力虚功率可以表示为：

δＰｓ ＝ ∫
Ｖ
σＴ

ｖ δ ε̇ｖｄＶ ＝ ＱＴ
ｓ δ ｅ̇，其中单元节点力列阵 Ｑｓ

为

Ｑｓ ＝ ∫
Ｖ
（∂εｖ ／ ∂ｅ） ＴＥεｖｄＶ， （４）

式中：Ｖ 代表梁单元的体积域。
平面 ＡＮＣＦ 梁单元的惯性力虚功率可以表示

为 δＰ ｉ ＝ ∫
Ｖ
ρ ｒ

··Ｔδ ｒ̇ｄＶ ＝ （Ｍｅ
··
） Ｔδ ｅ̇，其中 ρ 为材料密

度，梁单元质量矩阵为

Ｍ ＝ ∫
Ｖ
ρＳＴＳｄＶ。 （５）

由上式可知，ＡＮＣＦ 梁单元的质量矩阵Ｍ为常数阵。
不失一般性， 假设单元上 ｐ 点作用有集中力

Ｆｐ，包含重力在内的体力密度为 ｆｅ，则单元外力虚

功率为：δＰｅ ＝ ＦＴ
ｐ δ ｒ̇ｐ ＋ ∫

Ｖ
ｆＴｅ δ ｒ̇ｄＶ ＝ ＱＴ

ｅ δ ｅ̇，其中单元

外力列阵 Ｑｅ 为

Ｑｅ ＝ ＳＴ
ｐＦｐ ＋ ∫

Ｖ
ＳＴｆｅｄＶ， （６）

式中： Ｓｐ 为 ｐ 点物质坐标 ｘｐ 对应的形函数矩阵

Ｓｐ ＝Ｓ（ｘｐ）。
利用虚功率原理，平面 ＡＮＣＦ 梁单元的虚功

率方程为

（Ｍｅ
·· ＋ Ｆ） Ｔδｅ̇ ＝ ０， （７）

式中：单元广义节点力列阵为 Ｆ ＝ Ｑｓ － Ｑｅ。 根据

单元参数速率虚变分 δ ｅ̇ 的独立性可以得平面

ＡＮＣＦ 梁单元的控制方程为

Ｍｅ
·· ＋ Ｆ ＝ ０。 （８）

２　 含端部变形约束的 ＡＮＣＦ 梁单元

２􀆰 １　 铰接节点处的运动学关系

ＡＮＣＦ 梁单元节点力的推导过程基于大变形

理论，对单元变形量没有任何限制，适用于大变形

柔顺杆的建模。 由于放松了刚性截面假设，一般

情况下节点处的梯度矢量 ｒｉｘ、ｒｉｙ 不能满足单位正

交关系。 在柔顺机构中，柔顺杆与其他杆件或基

座最常见的连接方式为固接与铰接，通常连接处

有刚度加强处理措施，局部变形也将会受到约束

作用。 为了模拟这种约束，采用 ＡＮＣＦ 梁单元建

模时假设端部为刚性截面，该节点处的梯度矢量

保持为单位正交矢量。
不失一般性，设定节点 １ 为变形受约束节点，

如图 １ 所示。 根据假设：节点 １ 处的梯度矢量 ｒ１ｘ
和 ｒ１ｙ 为单位正交矢量，因此存在转角 α１ 可将梯度

矢量表示为

ｒ１ｘ ＝ ［ｃｏｓα１ ｓｉｎα１］Ｔ，ｒ１ｙ ＝ ［－ ｓｉｎα１ ｃｏｓα１］Ｔ。 （９）

图 １　 含端部变形约束的 ＡＮＣＦ 梁单元
Ｆｉｇｕｒｅ １　 ＡＮＣＦ ｂｅａｍ ｅｌｅｍｅｎｔ ｗｉｔｈ ｏｎｅ ｎｏｄａｌ ｃｏｎｓｔｒａｉｎ

对上式求时间 ｔ 的导数可以得到速度方程

ｒ̇１ｘ ＝ ｒ１ｙ α̇１，ｒ̇１ｙ ＝ － ｒ１ｘ α̇１。 （１０）
　 　 因此在节点 １ 处就定义了两组节点参数 ｅ１



５２　　　 郑 州 大 学 学 报 （工 学 版） ２０２０ 年

和 ｐ１， 其中 ｅ１ ＝ ［ｒ１Ｔ ｒ１Ｔｘ ｒ１Ｔｙ ］ Ｔ
为传统平面

ＡＮＣＦ 梁单元节点参数， ｐ１ ＝ ［ｒ１Ｔ α１］ Ｔ 为将不

独立梯度矢量参数 ｒ１ｘ 和 ｒ１ｙ 替换为独立转角参数

α１ 所组集形成的新的节点参数。 根据式（１０），这

两组节点参数的时间变化率ｅ̇１ 和ｐ
·１ 存在如下变换

关系：

ｅ̇１ ＝ Ｂ１ ｐ
·１， （１１）

式中：节点速度变换矩阵 Ｂ１ 为

Ｂ１ ＝
Ｉ ０
０ ｒ１ｙ
０ － ｒ１ｘ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

。 （１２）

２􀆰 ２　 含端部变形约束 ＡＮＣＦ 梁单元的有限元

列式

对于含端部变形约束 ＡＮＣＦ 梁单元，约束端

节点 １ 选取包含转角的独立节点参数 ｐ１ ＝
［ｒ１Ｔ α１］ Ｔ，非约束端节点 ２ 仍选取节点参数 ｅ２ ＝
［ｒ２Ｔ ｒ２Ｔｘ ｒ２Ｔｙ ］ Ｔ，则新的单元参数列阵为 ｅ

－
＝

［ｐ１Ｔ ｅ２Ｔ］ Ｔ。 根据节点速度变换关系式（１１），有
如下单元参数速率变换关系：

ｅ̇ ＝
ｅ̇１

ｅ̇２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ＝
Ｂ１

Ｉ６×６
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｐ
·１

ｅ̇２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ＝ Ｄ ｅ
－

·
。 （１３）

　 　 含端部变形约束 ＡＮＣＦ 梁单元控制方程只需

将原 ＡＮＣＦ 梁单元虚功率方程式（７）中的单元速

度参数 ｅ̇ 和加速度参数 ｅ
··
替换为新的单元独立参

数ｅ
－

·
和ｅ

－

··
便可以得到

［Ｍ（Ｄ ｅ
－

·· ＋ Ｄ
·
ｅ
－

·
） ＋ Ｆ］ＴＤδ ｅ̇ ＝ （Ｍ

－
ｅ
－

·· ＋ Ｆ
－
）Ｔδ ｅ̇ ＝ ０，

（１４）
式中：含端部变形约束 ＡＮＣＦ 梁单元的质量阵 Ｍ

－

和广义力列阵 Ｆ
－
分别为

Ｍ
－
＝ ＤＴＭＤ， Ｆ

－
＝ ＤＴＭＤ

·
ｅ
－

· ＋ ＤＴＦ。 （１５）

３　 ＡＮＣＦ 梁单元的闭锁问题

同传统有限元法一样，ＡＮＣＦ 单元也存在诸

如剪切闭锁、泊松闭锁、体积闭锁等现象。 ＡＮＣＦ
梁单元闭锁现象源于单元位移插值函数沿轴向与

截面内方向的阶次不同，使梁的弯曲变形耦合有

过多剪切，表现为弯曲刚度过大、弯曲挠度变小。
将最新提出的 ＡＮＣＦ 闭锁缓解技术 ＳＳＭ 方法［１９］

应用于柔顺机构仿真分析，以考察 ＡＮＣＦ 梁单元

闭锁问题对柔顺机构动力学特性的影响。
根据 ＳＳＭ 方法， 单元内任意点的位置矢量 ｒ

可以分解为 ｒ ＝ ｒｃ ＋ ｙｒｙ，其中 ｒｃ 为梁截面形心处的

位置矢量，梯度矢量可以表示为 ｒｘ ＝ ｒｃｘ ＋ ｙｒｙｘ，ｒｙ ＝
ｒｙ。 相应的变形梯度也可以分解为两部分，即 Ｊ ＝

［ｒｃｘ ｒｙ］ ＋ ［ｙｒｙｘ ０］ ＝ Ｊｃ ＋ Ｊｋ。 将其代入 Ｇｒｅｅｎ⁃
Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ 应变表达式就可以得到

ε ＝ １
２
（ＪＴＪ － Ｉ） ＝ εｃ ＋ εｋ， （１６）

式中： εｃ ＝ （１ ／ ２）（ＪｃＴＪｃ － Ｉ） 为与梁形心线变形相

关的应变量；εｋ ＝ （１ ／ ２）（ＪｃＴＪｋ ＋ ＪｋＴＪｃ ＋ ＪｋＴＪｋ） 为

与截面变形、弯曲及曲率相关的高阶量。
将分解得到的这两个应变 εｃ 和 εｋ 分别表示

为 列 阵 形 式 即：εｃ
ｖ ＝ （ε ｃ

１１ ε ｃ
２２ ２ε ｃ

１２）
Ｔ，εｋ

ｖ ＝

（ε ｋ
１１ ε ｋ

２２ ２ε ｋ
１２）

Ｔ； 相应的第二类 Ｐｉｏｌａ⁃Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ
应力列阵可以表示为

σｖ ＝ Ｅｃεｃ
ｖ ＋ Ｅｋεｋ

ｖ， （１７）
式中：材料弹性矩阵 Ｅｃ 和 Ｅｋ 分别为

Ｅｃ ＝
λ ＋ ２μ λ ０

λ λ ＋ ２μ ０
０ ０ μｋｓ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，

Ｅｋ ＝
Ｅ ０ ０
０ Ｅ ０
０ ０ μｋｓ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

， （１８）

式中：剪切修正系数 ｋｓ ＝ １０（１ ＋ ｖ） ／ （１２ ＋ １１ｖ）。
将修正后的 Ｇｒｅｅｎ⁃Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ 应变表达式和

本构方程代入平面 ＡＮＣＦ 梁单元内力虚功率，可
以得到采用 ＳＳＭ 方法计算的 ＡＮＣＦ 梁单元节点

力为

Ｑｓ ＝ ∫
Ｖ
（（∂εｃ

ｖ ／ ∂ｅ） ＋ （∂εｋ
ｖ ／ ∂ｅ））Ｔ（Ｅｃεｃ

ｖ ＋Ｅｋεｋ
ｖ）ｄＶ 。 （１９）

４　 数值算例

不考虑 ＡＮＣＦ 梁单元闭锁，直接基于连续介

质力学方法（ＧＣＭ）计算单元节点力对应的仿真

结果记作 ＡＮＣＦ ／ ＧＣＭ；采用缓解 ＡＮＣＦ 单元闭锁

的 ＳＳＭ 方法计算单元节点力对应的仿真结果记

为 ＡＮＣＦ ／ ＳＳＭ。 作为参照，在 ＡＤＡＭＳ 中采用大

变形梁类部件模块 ＦＥ＿Ｐａｒｔ 搭建相应仿真模型，
仿真结果记作 ＡＤＡＭＳ。
４􀆰 １　 柔性单摆

柔性摆长度为 Ｌ ＝ １ ｍ，截面面积为 Ａ ＝ ０􀆰 １×
０􀆰 １ ｍ２，材料弹性模量为 Ｅ＝ ２􀆰 １×１０６ Ｐａ，材料密度

为 ρ＝ ７ ８００ ｋｇ ／ ｍ３，泊松比为 ｖ ＝ ０􀆰 ２７，在沿－Ｙ 方

向重力作用下由图 ２ 所示水平位置自由下落，重
力加速度为 ｇ＝ ９􀆰 ８１ ｍ ／ ｓ２。
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图 ２　 柔性单摆

Ｆｉｇｕｒｅ ２　 Ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｐｅｎｄｕｌｕｍ

本算例选取较小的材料弹性模量，自由下落

过程中单摆产生较大变形。 采用 ＡＮＣＦ 梁单元离

散，左端旋转铰所在节点处采用含端部变形约束

ＡＮＣＦ 梁单元建模。 最终形成的单摆系统刚柔耦

合动力学方程采用 ＭＡＴＬＡＢ 刚性方程求解器

ｏｄｅ１５ｓ 仿真求解，设定仿真时间为 １ ｓ。 仿真求解

时，柔性单摆均被等分为 ５ 个单元，图 ３ ～ ４ 给出

了单摆末端节点位置坐标的时间变化曲线。

图 ３　 柔性单摆末端节点 Ｘ 方向位置坐标

Ｆｉｇｕｒｅ ３　 Ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｉｎ Ｘ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ
ｏｆ ｅｎｄ ｐｏｉｎｔ ｉｎ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｐｅｎｄｕｌｕｍ

图 ４　 柔性单摆末端节点 Ｙ 方向位置坐标

Ｆｉｇｕｒｅ ４　 Ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｉｎ Ｙ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ
ｏｆ ｅｎｄ ｐｏｉｎｔ ｉｎ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｐｅｎｄｕｌｕｍ

由图 ３～４ 首先可以看出，采用 ＡＮＣＦ 梁单元

得到的单摆算例仿真结果能够与商业软件

ＡＤＡＭＳ 结果很好地吻合。 这初步表明了笔者所

提出的含端部变形约束 ＡＮＣＦ 梁单元的可行性与

正确性。 因为采用 ＳＳＭ 方法修正单元节点力有

效缓解了 ＡＮＣＦ 梁单元闭锁，因此得到了比直接

基于 ＧＣＭ 方法更好的数值结果。

ＡＮＣＦ 梁单元基于连续介质力学基本理论，
可以更方便更精确地计算单元内应力应变分布情

况。 图 ５ 给出了不同时刻柔性单摆的变形及正应

变云图。

图 ５　 柔性单摆的正应变云图
Ｆｉｇｕｒｅ ５　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｎｏｒｍａｌ ｓｔｒａｉｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｌｅｘｉｂｌｅ

ｐｅｎｄｕｌｕｍ

４􀆰 ２　 柔顺四连杆机构

柔顺四连杆机构中刚性杆 ＡＢ、刚性杆 ＢＣ 和

柔顺杆 ＣＤ 的长度分别为 ＬＡＢ ＝ （１ － ２ ／ ２） ｍ，
ＬＢＣ ＝ＬＣＤ ＝ １􀆰 ０ ｍ。 刚性杆 ＡＢ 和刚性杆 ＢＣ 的密

度为 ρＡＢ ＝ ρＢＣ ＝ ７ ８００ ｋｇ ／ ｍ３，截面面积为 ＡＡＢ ＝ＡＢＣ

＝ ０􀆰 １× ０􀆰 １ ｍ２；柔顺杆 ＣＤ 的材料密度为 ρＣＤ ＝
２ ０００ ｋｇ ／ ｍ３，截面面积为 ＡＣＤ ＝ ０􀆰 ０４×０􀆰 ０４ ｍ２，材
料弹性模量为 Ｅ＝ ３００×１０６ Ｐａ，泊松比为 ｖ＝ ０􀆰 ２７。
柔顺四连杆机构受到作用在旋转铰 Ａ 处的驱动

扭矩 Ｍ ＝ ５０ｓｉｎ（πｔ） Ｎ·ｍ 及沿－Ｘ 方向重力 ｇ ＝
９􀆰 ８１ ｍ ／ ｓ２ 作用，其初始状态如图 ６ 所示。

图 ６　 柔顺四连杆机构

Ｆｉｇｕｒｅ ６　 Ｃｏｍｐｌｉａｎｔ ｆｏｕｒ⁃ｂａｒ ｌｉｎｋａｇｅ

在这个算例中，刚性杆 ＡＢ 和 ＢＣ 采用刚体建

模；柔顺杆 ＣＤ 均匀划分为 ５ 个梁单元，分别采用

基于 ＧＣＭ 和 ＳＳＭ 的 ＡＮＣＦ 梁单元进行建模。 对

于包含柔顺杆端部节点 Ｃ 和节点 Ｄ 的单元仍采

用含端部变形约束 ＡＮＣＦ 梁单元建模。 图 ７ ～ ８
给出了采用上述 ３ 种方法得到的仿真时间为 １ ｓ
的柔顺杆顶端 Ｃ 点位置坐标的时间变化曲线。

从图 ７～８ 可以看出，采用 ＡＮＣＦ 梁单元所得
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图 ７　 柔顺杆顶端 Ｃ 点 Ｘ 方向位置坐标

Ｆｉｇｕｒｅ ７　 Ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｉｎ Ｘ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ
ｏｆ ｐｏｉｎｔ Ｃ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｉａｎｔ ｒｏｄ

图 ８　 柔顺杆顶端 Ｃ 点 Ｙ 方向位置坐标

Ｆｉｇｕｒｅ ８　 Ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｉｎ Ｙ
ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｐｏｉｎｔ Ｃ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｉａｎｔ ｒｏｄ

数值结果与商业软件 ＡＤＡＭＳ 相吻合。 这也表明

了 ＡＮＣＦ 梁单元适用于柔顺机构建模和动力学分

析。 从图中还可以看出，ＡＮＣＦ 梁单元闭锁问题

使得当单元发生较大变形时，单元表现为过于刚

硬。 因此，采用 ＳＳＭ 闭锁缓解方法的数值结果

（ＡＮＣＦ ／ ＳＳＭ）好于不考虑闭锁问题所对应的数值

结果（ＡＮＣＦ ／ ＧＣＭ）。
柔顺四连杆机构在运行中必然会伴随柔顺杆

件的往复变形。 因此在设计和分析柔顺机构时，
对工作过程中柔顺杆所受应力应变进行分析具有

重要意义。 图 ９ 给出了柔顺四连杆机构在不同时

刻的运动变形情况及柔顺杆的正应变云图。
由应变分布云图可知，在柔顺机构运行过程

中柔顺杆的最大正应变出现在柔顺杆两端。 因此

在进行柔顺四连杆设计和疲劳寿命分析时都需要

将柔顺杆两端看作危险截面给予重点核算。

５　 结论

基于绝对节点坐标方法系统地研究了柔顺机

构动力学建模问题，得到的结论如下：

图 ９　 柔顺四连杆机构正应变分布

Ｆｉｇｕｒｅ ９　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｎｏｒｍａｌ ｓｔｒａｉｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｃｏｍｐｌｉａｎｔ ｆｏｕｒ⁃ｂａｒ ｌｉｎｋａｇｅ

（１） 采用平面 ＡＮＣＦ 梁单元建立了大变形柔

顺四连杆机构的动力学模型；
（２） 在充分考虑柔顺杆铰链连接处变形特征

基础上，提出了含端部变形约束的平面 ＡＮＣＦ 梁

单元；
（３） 基于连续介质力学理论，精确计算了包

含动力学效应的柔顺杆应变分布，为柔顺机构疲

劳分析奠定了基础。
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