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摘!要! 针对约束优化算法采用相同的进化策略处理位于 D@74H1边缘的解与函数值较差的解!使得寻

优结果较差!提出一种两阶段三存档集约束优化算法"该算法分为两个阶段"第一阶段*根据’$*%值将种

群分为 % 个存档集!即非支配解存档集"支配解存档集以及非支配可行解存档集"非支配解存档集进行

混合策略的双重寻优!既避免了算法陷入局部最优!又使得靠近前沿的解加速收敛(支配解存档集则注

重于全局搜索!从而有利于算法搜索到更优可行解"非支配解存档集和支配解存档集使用不同的优化策

略进行进化!提高了算法的寻优能力"第二阶段*在第一阶段达到设定的代数时!将各代保留到非支配可

行解存档集中的个体进行快速非支配排序!选出的 6个优秀个体则为最优解"最后!将提出的算法与其

他约束多目标进化算法在 % 种经典约束测试函数上进行对比!仿真结果表明!所提出算法在不同类约束

条件下的寻优能力均具有优势"
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83引言

近些年$用多目标优化技术来解决约束问题
是个热点 ,+ =(-"首先要找到全局内的可行解集$其
次才能考虑解集的分布性和收敛性$其中设计有
效的约束处理技术是关键所在"因此$将进化算法
引入到约束多目标优化问题中是必须的"除了要
解决多目标优化过程中面临的提高进化算法搜索
能力%避免陷入局部最优%合理设置参数等多个问
题外$还必须保证算法获得可靠的求解性能和全
局的优化效果"因此$约束多目标优化算法的研究
内容较多$不仅需要重点研究约束处理技术$还必
须研究与之相适应的进化策略%多样性维护策略
以及精英选择策略等多项关键技术"

孟红云等 ,%-提出一种用于约束多目标优化
问题的双群体差分进化算法"该算法同时使用两
个群体$一个群体用于保存搜索过程中找到的可
行解* 另一个用于记录在搜索过程中得到的部分
具有某些优良特性的不可行解$ 避免了构造罚函
数和直接删除不可行解"但是$该方法在更新可行
解集时会存在丢失边界解和不利于保持种群的整
体多样性的缺陷*而在更新不可行解集时会出现

目标函数较差的个体$从而影响种群的收敛"E4Y
提出了一种可行性法则 ,5-来比较个体$ 但 E4Y 准
则认为可行解优于不可行解$没有利用较优不可
行解所携带的信息$不利于保持种群的多样性"最
近$一些学者基于精英保留机制提出了双档案集
方法$将进化过程产生的可行解和不可行解个体
分别存入可行解档案和不可行档案"例如$文献
,*-提出了基于遗传算法的双档案集机制*文献
,’ =#-提出了基于差分算法的双档案方法"然而
这些方法仅粗略地以约束违反度值作为依据$优
先选择靠近可行边界的不可行解$没有区分出最
优不可行解$将直接影响算法的寻优能力"

基于此$笔者提出一种两阶段三存档集约束
优化算法$主要创新点包括#"提出新的三存档集
处理约束条件$避免了处于 D@74H1边缘的解与函
数值较差的解采用同样的进化策略*#对非支配
解存档集和支配解存档集采用侧重点不同的搜索
方式"非支配解存档集采用混合策略进化$既进行
局部搜索又进行全局搜索$保证在 D@74H1前沿附
近的解快速收敛$又不会陷入局部最优*支配解存
档集采用自适应变异$将变异率和个体信息联系
起来$引导种群进化"
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93约束优化问题及相关定义

不失一般性$一个约束的多目标优化问题可
定义如下 ,+- #

!

G89 /(H) J(?+(H)$?((H)$0$?,(H))*

L"H"4R(H) $ )$ RJ+$($0$S*

5R(H) J)$ RJSI+$0$,*

3-$ H-$ )-$ -J+$($0$










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式中#Hj,H+$ H($0$H&-%8 是决策变量$8 表示 &
维搜索空间$它满足如下边界约束条件#3-$H-$)-$
+$-$&*/(H)是目标函数*S表示不等式约束条件
的个数*,表示总约束条件的个数*4R(H)为第 R个
不等式约束条件*5R(H)为第 R=S个等式约束条件*
)-和 3-分别为分量 H-的上界和下界M

满足所有约束条件的解是可行解$而所有的可
行解组成可行域 *%8*不满足任意一个约束条件
的解被称为不可行解$所有的不可行解组成不可行
域M如果 4R(H) j)(Rj+$($0$S)在一个可行解处
成立$则称该不等式约束条件在该可行解处是活
跃的"

个体 H在第 R个约束条件上的约束违反度表
示为#

FR(H) J
G@V14R(H)$)2$!+$R$S*

G@V1T5R(H) TK($)2$!SI+$R$,{ $

(()
式中#(为等式约束的容忍参数$该参数可以定义
为一个特定的值(一般设为 )a))) +)或采用只适
应变化的方式定义"所以个体 H总的约束违反度

表示为#7(H) j&
,

Rj+
FR(H)M

73两阶段三存档集约束优化算法"0/[&#

通过对三存档集进行搜索机制不同的进化方
式$来引导种群向真实 D@74H1前沿进行进化"利用
非支配解存档集双重寻优$一方面使得靠近D@74H1
前沿的解加速向前沿靠近*另一方面使存档集避
免陷入局部收敛"支配解存档集利用自适应的变
异概率$将目标函数值与种群个体的信息联系起
来$提高了算法的搜索效率"最后通过非支配可行
解存档集保留种群当中的精英个体$提高了算法
约束优化性能"
7C93最优不可行解

在非支配解存档集中让最优不可行解进入存
档集参与进化$不仅能加快算法的收敛速度$同时
也增强了可行域边界附近的寻优能力"判定一个不

可行解是否位于可行域附近$具体如下#若一个不
可行解的约束违反度小于等于当代的 ’(*)值(可
行阈值)$则其为靠近可行域边界的不可行解"

定义 93’值(可行阈值)#

’(*) J
’())/ + K* *

%( )# $!*$ )a’#*

)$!*U)a’#
{

$
(%)

式中#*是当前代数*#为进化总代数*’())是种
群中个体根据约束违反度升序排序后第 )a)*/6
个个体$6为种群的规模"

定义 73最优不可行解#靠近可行域边界$且
在可行域中找不到能支配该不可行解的可行解$
则称该不可行解为最优不可行解$如图 + 所示"

图 93最优不可行解
(LSG930@HDTKLIJELP]HJNL>EHNDEOKLDP

图 + 中点 -及 2皆为靠近可行域边界(图中
的阴影部分为可行域)的不可行解$不可行解 -虽
然靠近可行域边界$但其远离 D@74H1前沿$对种群
进化没有引导作用$因此$在选择最优不可行解
时$需要跳过这种不可行解M而不可行解 2既满足
靠近可行域边界又满足在可行域中找不到能支配
2的可行解$则 2为最优不可行解$让其参与
进化"
7C73三存档集模型

笔者基于U,0>R!的基础上加入了两阶段三
存档模型$该算法将进化过程划分为两个阶段"首
先$将种群利用快速非支配排序法进行分层"根据
D@74H1等级%约束违反度及 ’(*)值划分为非支配
解(包括可行解及不可行解)%支配解及非支配可
行解$分别存入 % 个存档集#非支配解存档集%支
配解存档集以及非支配可行解存档集"然后$种群
进行两阶段进化操作"第一阶段#非支配解存档集
及支配解存档集采取不同的策略分别进行进化*
第二阶段#判断非支配可行解存档集中解的个数
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是否超过种群数量$如果超过则将其进行快速非
支配排序$计算出非支配可行解存档集中个体的
7@9Q 值及拥挤度距离值$选出种群规模大小的优
秀个体"
7C43非支配解存档集进化

定义 4!非支配解存档集 (UE>)#根据 (a+
节所计算出当代的 ’(*)值区分出种群中约束违
反度小于等于 ’(*)值的解$其中既包括可行解$
也包括不可行解"若该解 7@9Q 值等级为 +$则为非
支配解$非支配解的集合称为非支配解存档集"

非支配解存档集 (UE>)既进行局部搜索又
进行全局搜索"UE>存档集中的解虽然皆为
D@74H1等级为 + 的解$但这些解有靠近真实 D@74H1
前沿的%也有远离 D@74H1前沿的"若只进行局部搜
索$很可能陷入局部最优当中$因此$笔者采用非
支配解存档集局部搜索和全局搜索同时进行"因
为非支配解存档集中的不可行解为靠近可行域且
在可行域当中没有能支配它的可行解$所以非支
配不可行解只进行局部搜索可以更好地引导种群
向 D@74H1前沿进化"非支配解存档集当中的可行
解分为两种情况#一种情况为该可行解位于 D@74R
H1前沿附近$采用局部搜索策略可以使其尽快收
敛*另外一种情况为该可行解远离 D@74H1前沿$采
用全局搜索策略可以扩大搜索的空间$避免陷入
局部最优"鉴于以上两种情况$非支配解存档集当
中的可行解为不确定因素$故笔者采用两种不同
交叉变异概率对其进行进化"首先将可行解复制
一份放入集合 -UE:>中$然后非支配解存档集
整体进行局部搜索$而复制的可行解集 -UE:>
进行全局搜索"非支配解存档集进化过程中$交叉
算子取 )a*$变异算子取 )a)*$在进化过程中生成
一个随机数$若随机数 )$)a*$) 为,)$+-上均匀
分布的随机数$则进行 ,Td交叉操作*若随机数
)#)a#*$则进行多项式变异操作*)a* m若随机数
) m)a#*$则按照约束违反度值从小到大$从非支
配解存档集合中依次选择两个个体进入下一代"
-UE:>集合仍采用原 U,0>R!的 ,Td交叉和多
项式变异操作"
7C;3支配解存档集进化

定义 ;3支配解存档集(E>)#若该解不为非
支配解$则其为支配解$支配解的集合称为支配解
存档集"

支配解存档集进行全局搜索$具体操作如下"
(+)交叉操作#为了跳出局部最优以及加强

空间搜索能力$笔者将正态分布引入到 ,Td算子

中"由于正态分布的引入$算法可搜索到的空间更
为广阔$因此更容易跳出局部最优$从而使 D@74H1
前沿更具延展性$均匀地分布在 D@74H1域上$保证
种群的多样性"UEd算子的产生方式如下#

如果 )$)a*$则

!

.+$2 J)a*,(:+$2I:($2) I

+a5&+ T6()$+) T(:+$2K:($2)-$

.($2 J)a*,(:+$2I:($2) K

+a5&+ T6()$+) T(:+$2K:($2










)-*

(5)

如果 ) o)a*$则

!

.+$2 J)a*,(:+$2I:($2) K

+a5&+ T6()$+) T(:+$2K:($2)-$

.($2 J)a*,(:+$2I:($2) I

+a5&+ T6()$+) T(:+$2K:($2)-










M

(*)

式中#.+L($2为子代染色体上对应的第 2个变量*
:+$2%:($2分别为父代两个染色体上对应的第 2个
变量*l6()$+)l为正态分布随机变量"

(()变异操作#经典 U,0>R!算法中多项式
变异算子与种群个体的信息并没有联系$无论种
群进化到何种程度$变异概率都为固定值$种群没
有特定的方向进行进化"因此$将种群个体当前信
息与变异算子结合起来时$才能使种群向着真实
的 D@74H1前沿进化"自适应变异算子 ,+)-产生方式
如下#
:G J

:GG@VK
(:GG@VK:GG89)/(?G@VK?@N2)

?G@VK?G89
$!?#?@N2*

:GG89$!?P?@N2
{

$

(’)

式中#?G@V%?G89分别为当前种群中目标函数的最
大值%最小值*?@N2为当前种群所有个体平均目标
函数值"

在进化的初期$个体的最大目标函数值 ?G@V
与最小目标函数值 ?G89差异较大$目标函数值较大
和较小的个体数目大致相同$此时 ?@N2近似等于
?G@V与?G89的平均值"由式(’)知$(?G@V=?@N2)<(?G@V=
?G89)的值大致为 )a*$此时求得的变异概率较大$
有助于算法初期进行全局搜索$寻找最优解集"算
法进化到后期$大部分种群个体求得的目标函数
值大致相同$此时 ?@N2是一个略大于 ?G89的值"当所
有个体都进化到最优解时$达到一种极限条件$即
?G89 j?@N2$这时公式中(?G@V=?@N2)<(?G@V=?G89)的值
接近 +$交叉变异概率相对调整为较小的数$增进
局部寻优的能力$与种群个体寻优的方向相一致$
有利于最优解集的搜索"
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7Cd3非支配可行解存档集
笔者使用非支配可行解存档集来保存进化过

程中产生的所有可行非劣解"首先$在种群每次迭
代过程中$将非支配存档集中约束违反度为 ) 的
解提取出来$加入到非支配可行解集当中*然后$
通过快速非支配排序$选出的 6个优秀个体进行
输出$此时输出的解全部为最优的可行解"
7C63算法流程

两阶段三存档集约束优化算法流程#
/KHT9 开始 40& j+"
/KHT7 初始化种群"从决策空间 8 随机产生

6个个体的初代种群 A(*) j1H+$*$0$H6$*2$并根
据目标函数计算每个个体的目标函数值"

/KHT4 非支配排序"对 ,H46 ( 产生的种群进
行非支配排序$按照非支配等级由小到大排序$并
计算每个个体的约束违反度"

/KHT; 存档集划分"将种群中每个个体的约
束违反度值与可行阈值 ’(*)值相比$再根据 7@9Q
值大小$分类到非支配解存档集(UE>)%支配解存
档集(E>)及非支配可行解存档集(UE:>)当中"

/KHTd 基因操作"对非支配解存档集和支配
解存档集采取不同的进化策略"

/KHTdC9 非支配解存档集采用混合搜索策
略"根据 (a% 节中的内容分别对 UE>和 -UE:>
两个集合进行局部搜索和全局搜索$合并进化后
的两个集合$记作 V(*)"

/KHTdC7 支配解存档集采用全局搜索"利用
正态分布算子和自适应变异算子对 E>进行交叉
变异操作$从而生成子种群 W(*)"

/KHT6 合并子父代种群"将 V(*)$W(*)及父
代种群 A(*)进行合并$记作 X(*)"

/KHTg 选择操作"将 X(*)进行快速非支配
排序$根据 7@9Q 值及拥挤度距离值大小从 X(*)中
选择出 6个个体作为下一代种群 A(*g+)"

/KHT: 判断当前代数是否大于设定代数$如
满足则跳转至 ,H46 #$进行第二阶段的操作*否
则$40& j40& g+$并跳转至 ,H46 %"

/KHT5 对非支配可行解存档集 (UE:>)进
行快速非支配排序$根据 7@9Q 值及拥挤度距离
选择出 6个个体$输出最终的 D@74H1最优解$算
法终止"
7Cg3计算复杂度分析

假设非支配解存档集规模为 6+$支配解存档
集规模为 6($非支配可行解存档集规模为 6%M则
计算非支配解存档集%支配解存档集和非支配可

行解存档集目标函数和约束违反度的时间复杂度
为 9(,(6+ g6( g6% ))M其中$,为目标函数个
数*6为种群规模*非支配解存档集变异和交叉操
作的时间复杂度为 9(,6+ )*支配解存档集变异
和交叉操作的时间复杂度为 9(,6( )*选择操作

的时间复杂度为 9(, (6+ g6( g6%)
( )M综上$

C,E>算 法 迭 代 一 次 的 最 坏 时 间 复 杂 度 为
9(,(6+ I6( I6%)) I9(,6+) I9(,6() I

9(,(6+ I6( I6%)
()$所以本文算法时间复杂

度为 9(,6()M

430/[&算法实验结果与分析

4C93测试函数与参数设置

所有实验在硬件配置为 .9H43D49H8MG%0()%)
-D\%50内存%主频 %a) 0XK%P89+) 系统的计算
机上进行$程序采用 F@H3@Y [()+) 编写"

为了验证 C,E>算法的性能$选择了 ,[U%
CU?%J,c作为测试函数$其函数表达式见表 +"
并与运用可行性规则的 U,0>R!算法(:[U,0>R
!)进行比较"

C,E>算法参数设置#随机生成的种群规模
为 6j())$进化代数为 ( ))) 代$交叉算子为
UEd(正态分布)交叉算子$采用自适应变异算
子$交叉变异概率详见 (a5 节"

:[U,0>R!算法参数设置#随机生成的种群
规模为 6j())$进化代数为 ( ))) 代$交叉算子
为 ,Td算子$交叉概率为 )a#*$变异算子为多项
式变异$变异概率为 )a)*"

测试函数特点#,[U函数的 D@74H1前沿连续*
CU?函数为非线性约束函数$且其 D@74H1前沿不
连续*J,c函数共有 ’ 个不等式约束条件$既有线
性约束又有非线性约束*D@74H1前沿由三段折线
组成"约束测试函数的真实 D@74H1前沿源自参考
文献,++-"
4C73评价指标
%a(a+!0E指标

世代距离(24947@H819@3O8LH@9I4$0E) ,+(- $用于
评价所求得的近似 D@74H1前沿 AQ91;相对于真实
D@74H1前沿 AH7M4的逼近程度$该指标的定义如下#

FYJ +
6A/ &

&

-J+
=(槡 -$ ($)

式中#6A/为AQ91;中个体的数量*=-为AQ91;中第-
个个体的目标向量到 AH7M4中最近个体的欧式距
离*FY越小$表明 AQ91;越逼近 AH7M4$收敛性越好M
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表 93测试函数表达式
0J>G93[HNMRLTKLDPD]KHNK]OPMKLDPN

测试

函数

目标函数
G89 /(H) J(?+ (H)$?( (H))

变量约束
决策变量

范围

,[U
G89 ?+ (H) J( I(H+ K()

( I(H( K+)
(

G89 ?( (H) J#H+ K(H( K+)
{ (

H(+ IH
(
( $ ((*

H+ K%H( I+) ${ )

K() $ H-$ ()

-J+$(

CU?
G89 ?+ (H) JH(
G89 ?( (H) JH{

+

KH(+ KH
(
( I+ I

)a+I1L(+’@7IH@9(H+LH( )) $ )

(H+ K)a*)
( I(H( K)a*)

( $
{

)a*

) $ H-$ &

-J+$(

J,c
G89 ?+ (H) J5H

(
+ I5H

(
(

G89 ?( (H) J(H+ K*)
( I(H( K*)

{ (

H+ IH( K( # )

’ KH+ KH( # )

( IH+ KH( # )

( KH+ I%H( # )

5 K(H% K%)
( KH5 # )

(H* K%)
( IH’ K5 #















)

) $ H-$ +)

-J+$($’

+ $ H% $H* $ *

) $ H5 $ ’

%a(a(!,D指标
,IB1HH在 +##* 年提出了 ,6@I892指标 ,+%- $用

来计算所求得的解集在目标空间上的分布均匀
性$其计算公式如下所示#

8 J +
6A/ K+&

6A/

-J+
(=NK=-)槡

(M (&)

式中# =- JG89R%+$0$&’R"-&
<

2J+
T?-2(H) K?

R
2(H) T

表示离第 -个个体最小的目标距离和*=N为所
有 =-的均值*6D:为所求得解集的个体数量*8
越小表示所求得的解集分布的越均匀$当 8 为
) 时$表示所求解集中的所有解都是等距离分
布的M

表 ( 为 ( 种算法对上述 % 种测试函数的 ,D%
0E的统计结果"可以看出$本文算法 C,E>在测
试函数 CU?%J,c上的 0E值明显小于对比算
法+++:[U,0>R!算法$说明笔者所提算法采用
的策略避免了种群陷入局部最优$对种群收敛到
D@74H1前沿起着重要的作用"在 ,D值方面$算法
也有着明显的优势$这说明所提算法的分布性更
好$保证了种群的多样性"

4C43仿真结果
图 (%图 5%图 ’ 为本文算法 C,E>所求得的

D@74H1前沿$图 %%图 *%图 $ 为基于可行性规则的
U,0>R!算法所求得的 D@74H1前沿"通过以上的对
比可以看出#对于 ,[U函数$两种算法虽然都找到
了真实的 D@74H1前沿$但 :[U,0>R!算法的分布性
和收敛性较差*对于 CU?测试函数$本文算法 C,R
E>有更好的收敛性$并保持良好的分布性*对于
J,c测试函数$:[U,0>R!算法所得到的解集明显
偏离真实前沿"由此可以得出$笔者提出的 C,E>
算法在 % 个约束测试问题上$其最优 D@74H1前沿在
逼近性和分布性上都明显优于 :[U,0>R!"

;3结论

针对约束优化算法处理位于 D@74H1边缘的解
与函数值较差的解采用相同的进化策略使得寻优
结果较差的问题$提出两阶段三存档集约束优化
算法"利用两个存档集不同的寻优方式$很好地兼
顾了探索开发和收敛的平衡"并且通过与其他算
法在 % 种测试函数上的对比表明$本文算法在处
理约束多目标优化问题时 $分布性及收敛性均

表 737 种进化算法求解标准测试函数所得的 ,[)/A值
0J>G73,[JPc/AFJEOHND>KJLPHc>Z KQD HFDEOKLDPJRZ JESDRLK@IN]DRNDEFLPS NKJPcJRcKHNK]OPMKLDPN

测试

函数

0E ,D
C,E> :[U,0>R! C,E> :[U,0>R!

平均值 方差 平均值 方差 平均值 方差 平均值 方差
,[U (a&%5’/=)5 (a**(+/=)% )a)(( % )a*(& ’ )a)#% ( )a))+ 5 +a+$’ ( )a#$( %
CU? +a+%$/=)5 &a++5#/=)% $a5## * $a)5( $ )a+%5 & $a&’*/=)5 (a5%* $ %a)$+ *
J,c )a’+( * )a%)5 ) (a+$& * )a$+& ’ %a(5’ & +a**# $ &a*(% ’ (a5’+ &
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图 730/[&算法 /$%函数仿真结果
(LSG73/LIOEJKLDPRHNOEKD]0/[&JESDRLK@I

DP/$%]OPMKLDP

图 43($%/,&f!算法 /$%函数仿真结果
(LSG43/LIOEJKLDPRHNOEKD]($%/,&f!

DP/$%]OPMKLDP

图 ;30/[&算法 0%\函数仿真结果
(LSG;3/LIOEJKLDPRHNOEKD]0/[&JESDRLK@I

DP0%\]OPMKLDP

图 d3($%/,&f!算法 0%\函数仿真结果
(LSGd3/LIOEJKLDPRHNOEKD]($%/,&f!

DP0%\]OPMKLDP

图 630/[&算法 "/1函数仿真结果
(LSG63/LIOEJKLDPRHNOEKD]0/[&JESDRLK@I DP

"/1]OPMKLDP

图 g3($%/,&f!算法 "/1函数仿真结果
(LSGg3/LIOEJKLDPRHNOEKD]($%/,&f!

DP"/1]OPMKLDP

具有一定优势"
然而$必须承认$本文算法 C,E>在计算量上

要高于 :[U,0>R!算法"接下来的研究将致力于
如何降低算法的时间复杂度及本文算法的实际
应用"
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