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一种基于共轭梯度法的广义单隐层神经网络
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摘!要! 单隐层前馈神经网络是一种高效且结构简单的神经网络!它的一种典型的学习算法就是误差

反向传播&’EEQEI#UW PEQP#X#VJQ(! ;8’算法c这种算法基于最速下降法原理!主要缺点是学习速度过慢c

超限学习机&’_VE’O’Y’#E(J(XO#U&J(’! @37’极大地优化了单隐层神经网络的学习速度!却需要更多的

隐层单元来达到与 ;8网络相当的效率!这不可避免地使网络结构冗余%测试时间变长c受到一种结合了
@37和最速下降法思想的 F21& [PP’E<Y#$’E<ZQY[VJQ(<#\#E’’算法的启发!提出一种基于共轭梯度法的单

隐层神经网络快速算法!并把它应用于不同数据库中c试验结果表明!在相同网络结构情况下!本算法的

效率要优于 @37和 F21算法c
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UV引言

人工神经网络是一种模仿人脑神经元的结构
和信息传递过程所建立的数学模型#具有学习’记
忆等功能c近三十年来神经网络得到迅速的发展
并在模式识别等领域有着广泛的应用#尤其在未
来智能化城市发展中会起到关键作用c其中#应用
最广泛的就是采用了反向传播! I#UW PEQP#X#VJQ("
学习算法 (.)的前馈神经网络#这种网络也称为 ;8
神经网络#自 .+/5 年被提出之后#至今仍在神经
网络中占据重要地位c该网络在训练时信息从前
向后逐层传播#而网络中的权重则通过误差反向
传播来调整c这种算法结构简单且能够以任意精
度逼近任意非线性函数 (, D*) #但也存在一些缺陷&
由于网络收敛速度慢#导致训练花费时间过长$由
于采用梯度下降法易陷入局部极小值$易过拟合
训练使其泛化能力变差等c

为了加快网络的训练速度#黄广斌等提出了
一种针对单隐层前馈神经网络的快速构建与学习
算法 (=) #因其快速特性而称之为超限学习机!’_<
VE’O’Y’#E(J(XO#U&J(’# @37"c@37算法的整个
学习过程一次完成#使得网络训练大大简化#运算

速度几十倍甚至几千倍于 ;8算法 (? D5) #@37在
许多领域都取得了突出成果 (B D+)c虽然网络训练
效果很好#但 @37相对于传统的神经网络#需要
更多的隐层节点才能达到同样的训练精度 (.-)c由
于使用大量隐层节点#计算工作量会大大增加#特
别是样本超高维时#测试速度明显变慢$过多的隐
层节点也会使网络过拟合而降低泛化能力c

针对 @37存在的问题#文献 (..)提出了用
梯度下降法来选择合适权值的 [PP’E<Y#$’E<ZQY[<
VJQ(<#\#E’!F21"算法c使用最速下降法来更新从
输入层到隐层的权值c它与传统的神经网络的区
别在于是用广义逆一步得出#相当于传统 ;8算
法和 @37算法的结合c与 ;8神经网络相比#它的
速度大大提高了$与 @37算法相比#它需要的隐
层节点数减少了c相比于 @37#它在训练上需要
浪费一些时间#但是实际应用中#往往测试时间比
训练时间更加关键#减少隐层节点数#有利于缩短
测试时间#更符合实际工程需要c

笔者借鉴 @37的一次学习思想#提出了一
种基于共轭梯度法的快速学习算法#由于共轭
梯度法计算复杂度不高于最速下降法#但是收
敛速度优于最速下降法#使得笔者算法在保持
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快速这一优势前提下#网络训练精度得到进一
步提高c

WV+’5和 #/&算法描述

在介绍笔者算法前#先简单介绍一下 @37的
基本算法以及@37算法和;8算法相结合的F21
算法c这两种算法都应用于单隐层前馈神经网络
且有良好的数值表现#@37算法随机赋予输入层
到隐层的权值#无需迭代#因此训练时间极快c
F21算法用最速下降法对输入层到隐层的权值
进行优化#虽训练时间稍慢#但达到相同网络训练
精度所需隐层节点个数要大大少于 @37c
WXWV超限学习机

对于 3个不同的训练样本!(7#)7"#其中输入

向量为 (7 &!I7.#I7.#+#I7#"
)" $##理想输出向

量为 )7&!"7.#"7.#+#"7$"
)" $$#若选取单隐层神

经网络的隐层节点个数为 3
G

个#隐层激活函数为
X!I"#输出层激活函数为简单线性函数T!I" &I#

那么该网络的实际输出为

%
3
G

%&.
*%X%!+%-(7,-%"#7&.#,#+#3# !."

式中&+%j(Y%.#Y%,#+#Y%# )
)为连接输入层到隐

层第 %个单元之间的权值$*%j( Z%.#Z%,#+#Z%# )
)

为连接隐层第 %个单元到输出层之间的权值$-%
为第 %个隐节点的阈值c

如果这个网络可以零误差地学习这 3个样
本#即

%
3
G

%&.
*%X%!+%-(7,-%" &)7# 7&.#,#+#3. !,"

上式表示成矩阵的形式为&
,- &$# !*"

式中&,为隐层输出矩阵 (., D.*)c
,!+.#+#+3G#-.#+#-3G#(.#+#(3" &
X!+.-(. ,-." + X!+3G-(. ,-3G"

0 0 0
X!+.-(3 ,-." + X!+3G-(3 ,-3G









"
3=3

G

.

!="

当输入层到隐层间的权值 +%和阈值 -%给定
后#可以求出隐层输出矩阵 ,#公式!*"就等价于

一个求解-的线性系统 (.=).当隐层节点个数3
G

等
于输入样本数3时#可以证明,以概率 .可逆#所
以该式有唯一解#

- &,).$# !?"

即网络可以零误差的拟合训练样本(., D.*)c在实际情

况中#样本数远多于隐层节点个数#即 槇3AA3# 这
时可以利用7QQE’<8’(EQZ’广义逆来求解#

- &,x$# !5"

式中& ,x &!,)," ).,).

通过以上原理#可以看出 @37最大的优点在
于它无需迭代#一步就能求出隐层权值 -.
WXYV最速下降法

F21算法是文献(..)中提出的一种算法c下
面简单介绍其原理c

给定训练样本集 + & *!(7#)7" [(7" $##

)7" $
$, !7&.#,#+#3"#选取单隐层神经网络

的隐层节点个数为 3
G
# 隐层激活函数 X!I" 为

2JXOQJS 函数#输出层激活函数为简单线性函数
T!I" &I#给定网络的误差函数 @& .)$ , &

)E(!.)$" !.)$")).那么该网络的隐层输出
矩阵仍为 ,#隐层到输出层的权值 - &,x$&
!,)," ).,)$.由此可以看出#从隐层到输出层的权
值-是从隐层到输入层权值!的函数#即可以由!
确定.所以在网络训练时#我们在每次迭代中用最速
下降的方法更新!#即先求误差函数的梯度#

,@
,!

&,)E(!-
),)$" !-),)$")")

,!
.!B"

然后沿负梯度方向优化 !#即

! &! )*,@
,!

# !/"

式中&*为学习率c

这样在每次迭代后只优化更新连接输入层和
隐藏层的权值 !#使误差逐步减小#达到可接受
误差或最大迭代次数时迭代结束#得到了优化的
网络结构c

YV笔者工作

要想降低网络的隐层节点个数#一种有效方法
就是对其权值进行优化c从最优化原理来说#优化权
值的方法有最速下降法’共轭梯度法’牛顿法等c;8
算法就是采用最速下降法达到优化权值的目的c
YXWV共轭梯度法

共轭梯度法是一类效果较好的共轭方向法#

最早由 >’ZV’(’Z和 2VJ’]’Y提出并用于求解线性方
程组 (.=) #后来被 0Y’VU&’E和 9’’R’Z引入求解无约
束最优化问题 (.?)c共轭梯度法的原理是&在寻优
过程中#利用当前点 (!处的梯度向量 /!(!" 和前
一迭代点 (!). 处的搜索方向 0!). 对最速下降方向
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进行如下修正&
0! &)/!(!" ,$!0

!).# !+"

并保证新的搜索方向 0!与之前的搜索方向 0!).#
0!),#+#0- 之间满足共轭关系.其中#修正系数 $!
的不同又进一步形成了不同的共轭梯度法c

共轭梯度法与最速下降法同样用到一阶导
数信息#但它克服了梯度下降法收敛慢的缺点#
又避免了牛顿法需要存储和计算 >’ZZ’矩阵并
求逆的缺点c其优点是所需存储量小#具有有限
步收敛性#稳定性高#而且不需要任何外来
参数c
YXYV笔者算法

基于共轭梯度法优化权值的思想#提出一
种训练单隐层前馈神经网络的新算法&给定 3
个不同训练样本 !I. #". " # !I, #", " #+# !I3#"3" #

其 中 (% & !I.%#I,%#+#I#%"
)#)% & !".%#",%#+#

"#%"
)#则网络的输入节点个数为 ##输出节点个

数为 $.网络的输入矩阵为 "#=3#理想输出为

$$=3.若隐层节点个数为 3
G
# 则输入层到隐层间

的权值矩阵为&

! &

Y.. Y., + Y.3G

Y,. Y,, + Y,3G

0 0 0 0
Y#. Y#, + Y#3













G
#=3

G

. !.-"

隐层到输出层间的权值矩阵为&

- &

Z.. Z., + Z.$
Z,. Z,, + Z,$
0 0 0 0
Z3G. Z3G, + Z3G















$ 3
G
=$

. !.."

那么该网络的隐层输出矩阵为&
, &X!!)""# !.,"

式中&X!-"为隐层激活函数#一般选用 2JXOQJS
函数c根据输出值是否包含负值#分为 3QX<2JX<
OQJS 函数和 )#(<2JXOQJS 函数#本算法选用函
数值在 - k. 的简单 3QX<2JXOQJS 函数#即

/!I" & .
. ,’)I

. !.*"

!!网络的输出层激活函数为简单线性函数#则
网络的实际输出为&

.&-),. !.="
对于确定网络的权值 -#可以将网络结构看成一
个线性系统#

-), &$. !.?"

当 槇3&3时#该方程的解为&- &!$,).").但是

实际情况中# 一般 3 AA3
G
# 这时利用广义逆

求解&
- &!,)" x$) &!,,)" ).,$). !.5"

!!由于 ,&X!!)"" #所以隐层到输出层的权
值 -可以看作是输入层到隐层的权值 ! 的函
数.本算法采用共轭梯度法来对输入层到隐层
之间的权值 !进行优化.网络的误差函数可以
定义为&
@& .)$ , &)E(!.)$"!.)$")). !.B"

首先求误差函数的梯度#由式!.="和式!.B"得&
,@
,!

&,)E(!-
),)$" !-),)$"))

,!
. !./"

再将式 ! .5 " 带入式 ! ./ "#得到梯度的计算公
式为&

,@
,!

&,)E(!-
),)$" !-),)$"))

,!

&,)E(!(!,,
)" ).,$))),)$"!(!,,)" ).,$))),)$"))

,!

&,)E($$
))$,)!,,)" ).,$))

,!

&,)E(!,,
)" ).,$),$))
,!

&,)E(!+!!
)""(+!!)"")$" ).+!!)""$)$(+!!)"")))

,!

&,"(,)Q!1),")Q(,x!,$)"!$,x )$)!$,x""))# !.+"

式中&
,x &,)!,,)" ).. !,-"

!!本 算 法 采 用 0<9共 轭 梯 度 法#搜 索 方
向为&

! 0! &
)/!#!!!!! !&-

)/!,$8B! 0
!).# !’{ .

# !,."

式中& /!即为第 !次迭代的梯度#修正项系数
为&
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$8B! & /!I!")/!(!"
/!(!).")/!(!)."

. !,,"

从输入层到隐层的权值 !的更新公式为&
!!,. &!!,*!0

!. !,*"

式中&学习率 *!通过线搜索的方式获得c

ZV数值试验

将笔者提出的算法与 F21算法 (..) ’@37算
法 (=)在 * 种数据库上进行实数值试验#验证算法
效果c为了公平评判算法的性能#网络的初始权值
均相同#并重复选取不同的随机初始权值进行 .-
次试验#从训练及测试误差 !函数拟合"或精度
!分类"’训练时间几个方面来评价试验结果!结
果为平均值"c因为测试时间仅与隐藏层节点数
有关#与算法无关#所以在这里不做比较c
ZXWV数据库介绍

2J( %函数表达式为&

J!I" &
ZJ( I
I

#!! I* -

.# I&
{

-
. !,="

!!2J( %数据的产生方法为在! D.-#.-"内随机
产生 ? --- 组训练样本和 ? --- 组测试样本c通过
网络在训练集及测试集上的误差可以衡量网络的
学习能力c

7HN2)手写数字数据库也是一种衡量分类
算法性能的数据库#它源于美国国家标准与技
术局收集的 HN2)数据库#数字图像已被标准化
为一张 ,/ f,/ 的图片c该数据库以矩阵的形式
存放#其中每个样本即每个手写数字都是一个
. fB/= 的向量#向量中的每个元素都是 - k,??
的数字#代表的是该像素点的灰度值c7HN2)数
据库一共有 5- --- 个训练样本和 .- --- 个测
试样本c
ZXYV试验结果

在 2J(%数据库上的试验选取网络的隐层节
点数为 *-#在 4J#I’V’Z数据库上的试验选取网络
的隐层节点数为 .?-#在这两个数据库上 F21和
笔者算法的迭代次数为 .- 次c训练及测试结果见
表 . 和表 ,c可以看出#@37算法训练时间最短#
符合 @37算法原理c笔者算法在训练时间与 F21
算法相当的情况下#训练及测试误差是 * 种算法
中最小的#精度是 * 种算法中最高的c

由于 7HN2)数据库较大#分别选取隐层节点
个数为&5=’.,/’,?5’?.,’. -,= 进行试验#计算相
应的分类精度cF21和笔者算法的迭代次数为

!!!表 WV不同算法在 /=>2数据库上的误差比较
06C8WV+7737A39:67=G3>G3>/=>2P37D=PP?7?><

64@37=<E9G

算法 训练误差 测试误差 训练时间AZ
@37 -M.,+ - -M-?5 - -M-/B ,
F21 -M.,/ , -M-?? . -M.,* =

笔者算法 -M.,. ? -M-*5 ? -M.,* B

表 YV不同算法在 M=6C?<?G数据库上的精度比较

06C8YV&AA;76AJ A39:67=G3>G3>M=6C?<?GP37D=PP?7?><

64@37=<E9G

算法 训练精度Ag 测试精度Ag 训练时间AZ
@37 B+M.B B/M5= -M-.? =
F21 /*M/? B+M.B -M.?= *

笔者算法 /?M=, /-M,. -M.?* +

.? 次c训练及测试结果见表 *c可以看出在时间上
本算法虽然没有优势#但是精度相比于其他两种
算法有所提高c

表 ZV不同算法在 5%-/0数据库上的误差比较

06C8ZV+7737A39:67=G3>G3>5%-/0P37D=PP?7?><

64@37=<E9G

隐层

节点
算法

训练精

度Ag
测试精

度Ag
训练时

间AZ
@37 5BM.* 5BM// .M,?. =

5= F21 /?M/- /=M,B 5=M+B? -

笔者算法 /5MB- /?M/+ 5=M//= -
@37 B/M*, B/M++ .M+.5 ,

.,/ F21 /+MB. //M-5 ./+M/-- -

笔者算法 +-M=- /+M5, .+.M.5- -
@37 /?M-/ /?M?? *M=5, ,

,?5 F21 +,M+B +-M/, *,5M?+- -

笔者算法 +*M*? +,M5/ **-MB+- -
@37 /+M?- /+M5? 5M5+= *

?., F21 +?M./ +*MB+ 5-/M+/- -

笔者算法 +5M-* +?M?/ 5.*M*,- -
@37 +,M*, +=M5/ .*M/=B -

. -,= F21 +/M+* +BM/5 . .,/MB?- -

笔者算法 +/M++ +/M+? . .*BM,B- -

!!从表 * 中一方面可以看出#若要达到相同的
测试精度#如 +-g#@37大约需要 ?., 个隐节点#
F21算法大约需要 .,/ 个隐节点#而笔者算法大
约需要 +- 个隐层节点c说明笔者算法在保证相同
精度的前提下#可有效地减少了隐层节点数#简化
了网络结构#增强了网络的泛化能力c另一方面#
对于相同的隐层节点个数#@37’F21和笔者算法
的测试精度依次增高#且 F21算法和笔者算法的
精度均明显高于 @37算法c说明笔者算法在保证
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训练时间不是太长的情况下#有效地优化了初始
权值#使网络在相同的隐层节点个数下#得到更高
的训练精度c

\V结论

针对前馈神经网络中传统算法所需时间过
长#而 @37算法所需要的隐层节点数过多的缺
陷#笔者算法在保证算法训练速度的前提下#有效
提高了网络的精度和泛化能力c从各类数据库的
试验可以证明#笔者算法是一个更有效的单隐层
前馈神经网络学习算法c

参考文献!

(.)!a@9;C2 8dc;’$Q(S E’XE’ZZJQ(& (’\VQQYZ]QEPE’<

SJUVJQ( #(S #(#Y$ZJZJ( V&’I’&#RJQE#YZUJ’(U’Z(4)c

>#ER#ES F(JR’EZJV$# %#OIEJSX’#.+B=c

(,)!>C9HN""c1PPEQ_JO#VJQ( U#P#IJYJVJ’ZQ]O[YVJY#$’E

]’’S]QE\#ES (’V\QEWZ(d)cH’[E#Y(’V\QEWZ# .++.# =

!,"& ,?. D,?B

(*)!3@2>HC7# 3NH^G# 8NH"F2 1# ’V#Yc7[YVJY#$’E

]’’S]QE\#ES (’V\QEWZ\JV& #(Q(PQY$(QOJ#Y#UVJR#VJQ(

][(UVJQ( U#( #PPEQ_JO#V’#($][(UVJQ((d)cH’[E#Y(’V<

\QEWZ# .++*# 5 !5"& /5. D/5Bc

(=)!>F1H66;# :>F‘G# 2N@a %"c@_VE’O’Y’#E(<

J(XO#U&J(’& V&’QE$#(S #PPYJU#VJQ(Z(d)cH’[EQUQO<

P[VJ(X# ,--5# B-!.,*"& =/+ D?-.c

(?)!;19)3@))83c)&’Z#OPY’UQOPY’_JV$Q]P#VV’E( UY#Z<

ZJ]JU#VJQ( \JV& (’[E#Y(’V\QEWZ& V&’ZJK’Q]V&’\’JX&VZJZ

OQE’JOPQEV#(VV&#( V&’ZJK’Q]V&’(’V\QEW(d)cN@@@

VE#(ZcN(]cV&’QE$# .++/# == !,"& ?,? D?*5c

(5)!aN49Ca ;# 69@@H;31))1# "N7 G# ’V#Yc)&’

HQ<8EQP #YXQEJV&O& #(’\Y’#E(J(X#YXQEJV&O]QEO[YVJ<

Y#$’E(’[E#Y(’V\QEWZ(d)cH’[E#Y(’V\QEWZ# ,-.*

!*B"& ./, D.//c

(B)!郝向东# 毛晓波# 梁静c@37与 7’#( 2&J]V相结合

的抗遮挡目标跟踪算法 (d)c郑州大学学报 !工学

版"# ,-.5# *B!."&. D?c

(/)!王杰# 苌群康# 彭金柱c极限学习机优化及其拟合

性分析 (d)c郑州大学学报 !工学版 "# ,-.5# *B

!,"&,- D,=c

(+)!邓万宇# 李力# 牛慧娟c基于 2P#EW 的并行极速神

经网络 (d)c郑州大学学报 !工学版 "# ,-.5# *B

!?"&=B D?5c

(.-) :>F‘G# ‘NH1"# 2F61H)>1H8H# ’V#Yc@RQ<

Y[VJQ(#E$’_VE’O’Y’#E(J(XO#U&J(’(d)c8#VV’E( E’UQX<

(JVJQ(# ,--?# */!.-"& .B?+ D.B5*c

(..) GF4# 4@H63c@]]JUJ’(V#(S ’]]’UVJR’#YXQEJV&OZ]QE

VE#J(J(XZJ(XY’<&JSS’(<Y#$’E(’[E#Y(’V\QEWZ(d)c8#V<

V’E( E’UQX(JVJQ( Y’VV’EZ# ,-.,# **!?"&??= D??/c

(.,) >F1H66 ;# ;1;9N> 1cFPP’EIQ[(SZQ( V&’

([OI’EQ]&JSS’( (’[EQ(ZJ( ]’’S]QE\#ES (’V\QEWZ\JV&

#EIJVE#E$IQ[(S’S (Q(YJ(’#E#UVJR#VJQ( ][(UVJQ(Z(d)c

N@@@VE#(Z#UVJQ(ZQ( (’[E#Y(’V\QEWZ#.++/# + !."&

,,= D,,+c

(.*) >F1H66;c3’#E(J(XU#P#IJYJV$#(S ZVQE#X’U#P#UJV$

Q]V\Q&JSS’(<Y#$’E]’’S]QE\#ES (’V\QEWZ(d)cN@@@

VE#(Z#UVJQ(ZQ( (’[E#Y(’V\QEWZ# ,--*# .= !,"& ,B=

D,/.c

(.=) 197NdC3c7J(JOJK#VJQ( Q]][(UVJQ(Z&#RJ(X3JPZU&JVK

UQ(VJ([Q[Z]JEZVP#EVJ#YS’EJR#VJR’Z(d)c8#UJ]JUTQ[E(#Y

Q]O#V&’O#VJUZ# .+55!.5"&. D*c

(.?) 6C342)@NH1cC( ZV’’P’ZVS’ZU’(V(d)c2N17TQ[E<

(#YQ( UQ(VEQY# .+5?!*"&.=B D.?.c

&>+PP=A=?><,?>?764=I?D/=>@4?*=DD?>’6J?7%?;764%?<Q37[GN6G?D3>23>L;@6<?
,76D=?><5?<E3D

2FH0’(X# 6CH6lJ#QYJ(X# :>1H6;J(XTJ’# 3NFG[ZQ(X# a1H6G#(TJ#(X

!%&J(#F(JR’EZJV$Q]8’VEQY’[O# ,55?/-# %&J(#"

&CG<76A<& )&’ZJ(XY’&JSS’( Y#$’E]’’S]QE\#ES (’[E#Y(’V\QEW \#Z’]]JUJ’(V\JV& ZJOPY’ZVE[UV[E’c;#UW 8EQP#<
X#VJQ( @EEQE!;8" #YXQEJV&O\#ZQ(’Q]JVZV$PJU#YY’#E(J(X#YXQEJV&O\&JU& &#S Q(’O#J( Z&QEVUQOJ(XQ]V&’
ZYQ\Y’#E(J(XZP’’S I’U#[Z’Q]V&’[Z’Q]V&’ZV’’P’ZVS’ZU’(VO’V&QSc@_VE’O’3’#E(J(X7#U&J(’!@37"
\&JU& UQ[YS XE’#VY$#UU’Y’E#V’V&’Y’#E(J(XZP’’S Q](’V\QEWZ\#ZP[V]QE\#ESc>Q\’R’E# JVS’O#(S’S O[U&
OQE’&JSS’( (’[EQ(ZV&#( ;8#YXQEJV&OVQX’VV&’O#VU& #UU[E#U$# \&JU& Y’S VQE’S[(S#(VZVE[UV[E’Q](’V<
\QEWZ#(S OQE’V’ZVJ(XVJO’c7QVJR’S I$V&’F21! [PP’E<Y#$’E<ZQY[VJQ(<#\#E’" \&JU& \#Z#UQOIJ(#VJQ( Q]
V&’ZV’’P’ZVS’ZU’(VO’V&QS #(S @37# J( V&JZP#P’E# \’PEQPQZ’S #( #YXQEJV&OI#Z’S Q( V&’UQ(T[X#V’XE#SJ<
’(VO’V&QS #(S VE#J( V&’(’V\QEW Q( SJ]]’E’(VS#V#Z’VZc)&’2JO[Y#VJQ( E’Z[YVZZ&Q\’S Q[E#YXQEJV&O&#S #I’V<
V’EP’E]QEO#(U’V&#( F21#(S @37\JV& V&’Z#O’ZVE[UV[E’Q]V&’(’V\QEWc
T?J Q37DG& (’[E#Y(’V\QEW$ I#UW PEQP#X#VJQ($ ’_VE’O’Y’#E(J(XO#U&J(’$ UQ(T[X#V’XE#SJ’(V$ 7(JZV


