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估计复合材料有效弹性常数界限的综合方法
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摘要：回顾了有效弹性摸量估计的各种方法，分析了与常规有效弹性常数估计的上限VB、下限RB和

Ha8hin·Sh晡kman上限(HSB+)、下限(HSB一)相应的均匀化对比材料的取值情况，以厦这些界限之间的

相互关系，提出了以有效弹性常数常规估计一Voigt估计、Reu”估计分别作为均匀化对比材料，从而得

到较HBshin·Shtrikman上下限更紧的新上下限．
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0 引言

可以采用多种不同的方法对复合材料体弹性

常数进行预测．国内外学者提出了多种基于平均

意义上的细观力学方法来预测复合材料有效性

能，较为成熟的方法有：Eshelby等效夹杂理论、稀

疏分布模型、Mori·Tanaka方法、自洽方法、微分

法、广义自洽法等，这些方法可以大致分为两类，

即混合方法u’和微观力学方法强“1．

笔者基于细微观力学的观点及E8heIby等效

夹杂理论，提出了一种复合材料总体有效弹性常

数进行估计的综合方法，以有效弹性常数V 0igt

估计和Reuss估计分别作为均匀化对比材料，可

以得到比Hashin·shtrikm8n上下限更紧的新上下

限．

1 有效弹性常数估计的综合方法

1．1 有效弹性常数估计的经典方法

设一含有n个夹杂的复合材料体，n个夹杂

的弹性刚度张量分别为L。，k，⋯，￡。，基体的弹

性刚度张量为L。，n个夹杂所占的体积分数分别

为c。，c：，⋯，c。，基体的体积分数为c。．颗粒复合

材料体积分数存在下列关系：

∑c，=1． (1)

Voigt估计采用并联模型．假定在载荷作用

下，各组成部分(豇个夹杂及基体)的变形相同，都

等于复合体的平均应变；，即口，=；，(r=l，2，

⋯，n)，复合材料体的平均应力为

孑=∑c，以． (2)

各组成部分的弹性本构关系为

q=L，：占，=工，：；． (3)

将方程(3)代入方程(2)，得到

i=L：占． (4)

式中：工为复合材料体的平均弹性刚度张量，其表

达式为

工=∑c，L，． (5)
』一’

上式表示复合材料体的平均弹性刚度张量

是其各组成部分弹性刚度张量按体积的加权

平均．

Reuss估计采用串联模型．假定在载荷作用

下，各组成部分(n个夹杂及基体)的应力相同，都

等于复合体的平均应力i，即仃，=i，(，=l，2，

⋯，珏)，颗粒复合材料体的平均应变为

；=∑叩，． (6)

各组成部分的弹性本构关系为

e r。fl r：dt 5弘，：口· (7)
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将式(7)代人式(6)，得到

荟=肛：孟 (8)

式中：面为复合材料体的平均弹性柔度张量，其表

达式为

五=∑。严，。 (9)

上式表示复合材料体的平均弹性柔度张量

是其各组成部分弹性柔度按体积的加权平均．

最近三十多年，提出了大量的微结构模型来

预测材料的总体弹性常数，而这些不均匀多相异

质材料依赖于材料的微结构．所有这些模型均基

于E8helby等效夹杂(EEI)方法．这些方法包括由

waka8hima and Tsukamoto⋯基于修正的EEI方

法并结合Mori．Tanaka方法‘61的估计，由

Ravichandran‘71提出的单位胞元近似数值方法及

voronoi胞有限元方法(VCFEM)‘81等等．

1．2 有效弹性常数估计的综合方法

与其它有效弹性常数估计方法不同，L可以

通过以下的方法一综合法来求解．文献[1]存在

下列关系：

^

一

∑q A，=∥’， (10)
r=U

如果A，可以表示为￡的一个函数，工将被隐性地

包含在式(10)中．

基于E8heIby等效夹杂理论‘”，孑，和；，亦可

用均匀对比材料(HCM)的形式表示出来，这种对

比材料具有与多相材料相同的微几何特点，但其

材料弹性常数为L。，即在HCM中，具有

·t=工。(；，一占?)， (11)

其中；j是特征应变，或称作极化应变．

式(11)可以更进一步表示为

匆=方+L。(占’一占j。)， (12)

茸’=占，一占， (13)

￡是指r相中相应于占?‘的扰动应变，修正的特征

应变占j‘为

占，”=L_1 i—i+占7． (14)

通过Eshelby张量S，．两个量遵从下列关系：

乓’=s，占，’， (15)

因此，方程(12)可以重新表示为

匆一孑=一L?(；，一；)， (16)

其中，

Lj=工。(sf‘一J¨’)， (17)

为约束刚度张量．

进～步，式(16)可以重新表示为

匆+|己?；，=孑+工，．；， (18)

由此得到：

；，=(￡，+￡?)“(毛+L?)；， (19)
^

由平均应变关系；=∑c，；，，可以得到有效弹性

常数估计公式为

乏。r(￡r+工j)。(￡+L?)=，《4’·(20)
2 界限分析

应用MTE(Mori-Tanaka estimate)方法，可分

别导出h+l相复合材料体的总体体积模量和剪

切模量为

击=毫若繁；c2t，K+K+ 角足，+K’’
、一‘7

由=熹若≯． (22，
G+G‘ 角G，+C‘ 一7

2．1 Voigt限(VB)和Reu6s限(RB)

在文献[10]的方程(3．51)一(3．54)中令

置+=0，可以得到估计值的下限足曰：

击=毫乏 c2s，
磁 盘鬣，。

⋯⋯

相比之下，令足’一。。，注意到∑：：。勺=l，得到估
计值的最高匕限VB：

足，=∑c，髟． (24)
，=0

关于剪切模量G的上下限公式类似于体积

模量K上下限公式．

2．2 Hashin．Shtrikman上下限{HSBs l

文献[10]给出了多种不同均质各向同性弹

性材料相HsB的原始形式．如果第O相有着最小

的弹性模量，第玎相有着最大的弹性模量，体积模

量下限K；。和上限K：。表示式为

i鲁2；舌葛； (25)
置is+K? 急K，+K?’

、。7

i啬2萎若i- (26)
K：s+爱； 急x，+鹾

、⋯

式(25)和(26)是当HcM分别取复合材料体

中最软和最硬相材料时体积模量的特殊情况．很

明显，Hashin and Shtrikman㈤分别将复合材料

体的最软和最硬相材料当作HCM，因此，HSB提

供了比VB，RB更加紧密的上下限．

剪切模量HSB上下限与体积模量HsB上下

限类同．
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2．3 新上下限

由前面分析得知RE和VE分别是比较粗糙

的上下限．不过，与空洞(RB中)和刚性夹杂(VB

中)，或最软相(HsB下界)和最硬相(HsB上界)

相比，RE和VE仍然是很好的近似估计．据此．分别

将RE和VE作为HCM，可以得到新的上下界，即
厂 4 ， 、一l

耻I善高】_扣∽，
耻障毒卜％㈣，4

其中c。和c。分别是由Reuss估计和Voigt估计

得到的剪切模量．

方程(27)和(28)是新的上下限，事实上，它

们也是两种估计．由于RE和VE(VE不小于RE)

总是大于最软的成分，而小于最硬的成分，根据方

程(21)和(22)，新上下限总是比HSB上下限更

加紧密．

剪切模量的上下限与体积模量上下限类同．

3 实例验证

文献[11]采用平均直径大约为850 ILm的砂

子制成的饱和砂浆混凝土试件，进行了各种砂子

颗粒体积分数含量的试验．为了便于比较，本实例

采用该文献的实验数据．水泥浆基体弹性常数为：

Ko=22．5l GPa，Go=11．80 GPa；砂粒骨料弹性常

数为：K1=44．0 GPa；GI=37．O GPa．为了比较

HSB上下限和新上下限。将上述弹性常数值代入

方程(25)、(26)、(27)、(28)，得到总体体积模量

和总体剪切模量分别随砂粒骨料体积分数变化的

曲线，如图1、图2所示．由图可见，新上下限位于

HSB上下限的范围内，说明新上下限是比HsB上

下限更紧的界限．实验数据落在HsB的范围内，

但不完全位于新上下限范围内。这可能由试验条

件及混凝土试验的离散特性造成的．

1·6

1·5

1．4

乳
1．2

1．1

1．0

骨料的体积分散e

圈l体积模量估计值的比较

Fig．1 COmparison of enim丑tod buIk moduI啦

2·5

2·0

g”
l-O

O．5

骨科的体积分数C

圈2剪切横■估计值的比较

Fig．2 Compari舳Ⅱof esⅡmated shenr moduI瑚

结论

基于细微观力学的观点及Eshelby等效夹杂

理论，提出了一种复合材料弹性常数的综合估计

方法．以有效弹性常数常规估计一Voigt估计、Re—

uss估计值分别作为均匀化对比材料，得到了比

Hashin—shtrikm蚰上下限更紧的新上下限．实验数

据证明，笔者提出的理论和采用的方法是正确的．
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Abstract：Becau8e gear faults have characteristic8 of being nonlinear and coupling between fault symptom8 and

fault，BP neural network gear fault diagnogis has glow conver骞ence speed and poor reliability。 The BP neuraJ

network gear fault diagnosis method based on genetic algorithm is put forward．Namely，the BP neuraI network

i8 used in gear fault diagnosis，and genetic algorithm is applied to optimize the weights and山resholds of tlle

network． So lhe出obal oPtimal value is obtained． The simulation resuIts show thatthe diagnosi8 strategy has

the characteri8tjc of strong diagnosis ability锄d high diagnosiB emciency and improve8 the gear fault diagnosis

precision and speed．
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(上接第35页)

【9] NEMAT·NAssER s，HoRI M．Micro·mechanics：o—

venIl p阳perties of heterogeneouB materials[M]．Am-

8terdam．The Netherl衄d8：E18evi盯Science Publi8h—

e鸺．1993．

[10]HAsHlN z，sHTRIKMAN s．Avariational appmach to

the theory of the el聃tic behavior of multiphase materi-

aIs[J]．Joum丑l o“he Mech¨ic8 and PhysicB of sol一

以s，1963。lI：127一140．

[11]wANG J A，LuBLlNER J，MONTEIRO P JM．E圩bct

of jce fomation on the elaBtic moduli of cement paste

and morlar[J]． cement and coⅡc瞅e Re舳lrch，

1988，18(6)：874—885．

An Approach to Predjcting Bounds of EfkctiVe Properties of Composite Materials

QU Hong·chang，CHEN Ling-ling，ZHANG xuan

(Department of CiviI Engineering，Lushan Co¨ege ofGuangxi UniVe伪ity ofTechnology，Liuzhou 545616，China)

Abstnct：This paper review8 various methods to predict the oVenlI effectiVe elastic properties 0f homogeneous

i∞tropic compositeB ba8ed on the meso·micmmechanic8． Value8 of the homogeneous isotropic comparison ma-

terials are analyzed corresponding to the upper bound(VB) and lower bound(RB) of common prediction of

tIle effective eIastic propenies，and the upper bound(HSB+)and lower bound(HSB一)of Hashin·Shtrikman

e8timate8，and the relationBhipB fbr these bound8 8re aIBo dicusged．New bounds tighter th肌HBshin．Shtrikman

bounds are presented by ta“ng the common e8timates，the Voigt estimate and the Reuss estimate，as homoge—

neous compari80n materia工s。

Key wOrds：micmmechanics；paniculate reinforced composite；ef玷ctive property；upper and lower boundB
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