
收稿日期：!""# $ %% $ &"；修订日期：!""# $ %! $ !’
作者简介：吴子燕（%(’! 年 $）女，浙江宁波人，西北工业大学教授 )主要从事工程项目管理及建筑系统的并行设计研

究等 )

文章编号：%’*% $ ’+&&（!""’）"% $ ""&% $ "#

基于 ,-.的建筑结构与控制系统并行算法设计
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摘 要：针对随机激励下的以结构参数为变量、以控制输入力最小化为优化目标的建筑结构和控制系

统并行设计问题，设计了一种基于线性矩阵不等式工具的并行优化算法 )该算法在以下两个方面突破了

现有算法的局限性：将质量矩阵纳入优化变量，拓宽了优化范围；采用凸化势能函数处理将控制引入结

构设计导致的非凸约束，大大降低了算法复杂度 )算例分析结果显示该算法能有效提高结构设计效能 )
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" 引言

建筑结构控制系统设计是在结构的静力分析

和动力学分析的基础上发展起来的，到目前为止

大致经历了两个阶段：第一阶段，试图在己有的结

构设计上增加控制特征；第二阶段，对于选定的控

制目标，并行地进行结构及控制系统设计，这一设

计思想改善了建筑结构传统设计中的控制系统与

结构的动态特性相互竞争、矛盾对立关系 )然而在
目前的建筑结构设计过程中，往往出现为了达到

预定的动力响应控制目标，结构与控制系统设计

相互竞争，其结果是在结构上强加了一些令结构

无法承受的控制力 )
将建筑结构设计与控制系统设计集成化［%］这

一思想在学术界（23456 635 7689:6 %(+*；;<635=>
%(+’；?>3 635 @ABCDEA56 %((#；F63G 635 H=A3 %((’）
早已提及，但是，将控制系统设计引进结构设计会

导致非凸面约束的优化问题，而且这种优化问题

的基于计算机的可行算法很复杂，在理论上不能

保证具有局部最优解 )其中具有代表性的 ;<>G4<>I
65>J（%((’）和 @:AD943 635 K>L（%((!）两步的重设计
方法思想如下［!］：第一步，针对预先给定的闭环控

制目标!，设计 % 某个给定结构的控制器 )第二
步，并行地对结构和控制器进行重设计，使主动控

制力最小而闭环系统矩阵保持为常数 )这样，在第
一步到第二步的不断循环中，闭环控制目标!保
持不变 )使得结构 M控制并行设计问题凸化［&］，其

特征是使闭环系统的矩阵保持为常数 )此后，,C、
@:AD943（!"""）、;<>G4<>65>J、@:AD943（%((+）；;<>G4<>I
65>J、NC（%((*）等引入线性矩阵不等式（,-.）［O］等
工具实现以上思想，但是他们提出的方法不能对

质量矩阵进行优化，而且收敛速度很慢，其主要原

因是：在他们的结构重设计步骤中 ,P6BC34E 矩阵
是确定的 )本文也正是为了解决优化质量矩阵和
加快收敛速度而提出一种新的并行优化算法 )

% 系统动力学模型的建立

对于建筑结构（如多层框架）设计，现行的设

计计算中的一般采用集中质量力学模型，其简化

的数学模型可用如下的二阶微分方程表示：

! "
··

Q #$" Q %" R &（ ’） （%）
假定质量矩阵 ! 为对称正定矩阵，即 !!

(! S !，! R !! 且!"（!）""；由于考虑的是建筑
结构设计，因此阻尼矩阵也是对称矩阵，即 # R
#/；% 为刚度矩阵，%! (! S !；&（ ’）为广义荷载，
包括控制输入和外部扰动两部分，即 &（ #）R )*+·

+（ #）Q )*$,（ #），这里 +（ #）为待定反馈控制输入
信号，,（ #）为外部扰动，考虑随机系统，则 ,（ #）
为有限的能量谱，假定 ,（ #）为白噪声过程；" 为
广义坐标向量，"!(! %至此，式（%）刻画的系统可
用图 % 描述 %
为将式（%）降阶，做如下参数空间变换：

- R［ "/ $" /］/ %
代入式（%）后得系统的状态方程为
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在式（%）中，可优化的结构参数出现在质量矩
阵、阻尼矩阵和刚度矩阵中，可优化的控制系统参

数出现在控制输入矩阵 ) 中 -假定系统方程（&）
是这些参数的映射，其具体形式如下：

$（!）% $! &!
’
!’"’；

&（!）. &! /!
(
"(&(；

%（"）. %! /!
)
#)%) *

上述映射中 "’、&( 和 %) 是预先给定的扰动

矩阵 *令# .（$，!，%），而状态方程式（%）中的矩
阵 , 是 & 和 % 的函数，矩阵 + 是" 的函数，故状
态方程（%）也可以写成如下形式：

+（#）#$ . ,（#）$ / (#)) / ("（#）* -
其中映射矩阵由下式给出：

,（#）. ,! /!
+
#+,+；

+（#）. +! /!
+
#+++；

("（#）% ("! &!
+
#+("+ *

上述映射中 ,+、++ 和 ("+ 是预先给定的扰动

矩阵 *至此，所有可优化的结构参数都包含在变量

#中，其中包括了质量参数 -在结构与控制系统并
行设计中，需要解决的核心问题是如何并行地设

计结构参数#和控制输入力矩阵 ) *

% 结构与控制系统设计集成

本模型中的反馈控制器 0 采用全状态反馈，
控制输入信号为：)（ ,）% 0$（ ,），式中 0 为反馈
增益矩阵 *用于衡量控制效果的控制输出为：-（ ,）

% 1-$（ ,），式中 1- 为控制输出系数矩阵 *
本模型的设计目标是使得作用于系统的控制

输入力 .［ )（ ,）’ )（ ," ）］最小（本问题中控制输

入力指控制外力），同时控制输出满足以下条件：

()*
,#+

.［ -（ ,）-（ ,）’］/ &，式中& 为给定的控制输

出上限 *这两个控制目标从本质上是矛盾对立的，
依据参考文献［&］，利用以下定理将这两个控制目

标统一起来，达到并行集成设计的目的 *
定理：假定扰动 "（ ,）为强度为 2 . 2’，

$+（2）$ !的随机白噪声；令 0 % 03；& 为一个
给定的正定矩阵；考虑（%）中描述的系统 *则下面
的结论是等价的：

表述 &：存在结构参数#，和一个稳态反馈控
制力 )（ ,）% 0$（ ,）满足以下不等式：（式中为控
制输入力上限）

()*
,#+

+［ -（ ,）-（ ,）’］/ &

()*
,#+

+［ )（ ,）’ )（ ,）］/
{

"
（,）

表述 %：存在相容尺寸矩阵 3 . 3’，$+（3）$
!，4 . 4’，$+（4）$ !和 0及参数#，满足下列矩
阵不等式（式中：3 为 -./01234 矩阵，# 为待优化
的结构参数，4 为控制输入表征矩阵）

,（1）3+（1）& +（1）

3,（1）’ & (!5+（1） ("（1）

& +（6）5’(’
!

("（1）2 3 27













&

/ !（5）

24（4）8 %，
4 5

5’[ ]3 5 !， 1-31’
- / &（6）

表述 ,：对某些常数矩阵 9，存在相容尺寸矩
阵 : . :’，$+（:）$ !，4 . 4’，$+（4）$ !和 0
及参数 6，满足下列（-78）线性矩阵不等式：（式
中 9 为凸化势能函数矩阵，: . 37&）

（%） ("（6） ,（6）/ (!0 +（6）

("（6）’ 7 27& ! !

,（6）’ & 0’(’
! ! 7 : !

+（6）’ ! ! 7













:

/ !（9）

24（4）/ %，
4 0

0’[ ]:
; !，

& 1-

1’
-

[ ]:
; ! （:）

这里（%）表示

7［,（ 6）/ (!0 7 +（ 6）］9’；

3 9［,（ 6）/ (!0 7 +（ 1）］’ & 9:9’ *
上述定理中，表述 & 阐明了两个控制目标从

本质上是矛盾对立的，表述 %和表述 ,却将两个控
制目标统一在一组矩阵不等式中，从而从理论上

完成了结构与控制系统设计的集成化 *

, 并行凸化算法设计

上述定理表述二中，如果矩阵 ,（ 6）、+（ 6）
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与结构优化参数 !无关，换句话讲，就是结构参数
如果完全确定，（!）式中的各项均是 ! 的线性函
数，即式（!）是一个线性矩阵不等式（"#$）系统，
此时的约束集式（%）中的约束 "、#和$均是凸面
约束 %而实际上矩阵 &（ !）、’（ !）是结构优化参
数 !的映射，即（!）式中 !（ "）#’（ !）( )#$’（ "）
对 !、$ 和 # 均是非线性的，因而其约束集式（%）
中的约束 "、#和$均是非凸面约束 %为了解决这
一难题，首先有必要引入凸化势能函数［&］［’］，将约

束集凸化，从而解决在已有结构（ ! 确定）上设计
控制系统这一问题 $
依据参考文献［(，&］，令 %，! 属于凸集"，

$（ %）是非凸矩阵函数 $凸化势能函数取为微分
函数 *（ %，!），且函数 $（ %）& *（ %，!）对所有 %，

!!!是关于 %的凸函数 $如果 $（ %）满足一定条
件，则非凸面优化问题：

"% ’ )*+ ,-.
%!"

(（ %），" ’｛% !" ) $（%）* /｝（0）

能够在下列凸面子问题之间进行迭代而得

%+ &( ’ )*+ ,-.
%!"+

(（ %），

"+ ’｛% !" ) $（%）& *（%，%+）* /｝（1）

为了使优化问题（0）和（1）的优化条件等价，
势能函数矩阵 * 应具有一些附加的特征：非负性
和有限性；当且仅当 % ’ !时，*（ %，!）’ / $
为了将以上理论应用于本问题，将系统的状

态方程（&）做如下变形，令

! ’
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则矩阵 &（ !）、)-（ "）和 ’（ !）可以写为：
&（ !）, &/ ( +!&、)-（ !）, )-/ & .#/-，

’（ !）, ’/ ( +!’
这样，可优化的结构参数只包含在对角阵! 中，
代入状态方程式（&），得
（’/ ( +!’）./ ,（&/ ( +!&）/ ( )01/ (（)-/ & +!)-）2 %

移项整理得

’/ ./ ,（&/ ( )#1）/ ( +$0 ( )-/2 %
式中：$0 , 0& ( 0’ 3 0(；0( , !4(，4( , ’./；
0& , !4&，4& , &/；0’ , !4’，4’ , )-2

以下就是应用凸化势能函数理论来解决这一问

题，首先我们来定义非凸函数 0（ %）$将 $ , 1#
代入非线性约束（!）式，则（!）式可以写成：

&12#&2
12 & ’#’2 3（&12 3 ’）#（&12 3 ’）2 )-

)2
- 3 53[ ]( 6 /%

式中：&12（ !，1）, &（ !）( )#1，此时矩阵 &12，)-

和 ’ 均是 1 和 ! 的函数，令 / ,（ 7，!，1），且 8

, #3(，应用 3456* 补性质［!］，并定义其左边为

0（ %），上述不等式可以写成：

$（%）’

3（&12 3 ’）#（&12 3 ’）2 /- !12 4

)5
- 3 53( / /

&2
12 / 3 8 /

’5 / / 3













8

* /

（(/）

$（ %）在结构参数 !确定时是一线性矩阵不等式，
但是它对 $、1 是非凸的，因此有必要引入凸化势
能函数对其进行凸化：定义凸化势能函数：

*（ %）’（&12 3 ’）#

使得函数 $ ( * 是 / 的凸函数，同时定义凸化势
能方程 *（ %，!）：
/ % *（ %，!）’［&12 3 ’ 3 *（!）

3(］# %

［&12 3 ’ 3 *（!）#
3(］2 （((）

*（ %，!）满足凸化理论中的非负性和有限性条
件；而且当且仅当 % ’!时，*（ %，!）’ / $将（((）
式加到（(/）式的第一项上，得

$ ( * ,

" )- &12 ’

)2
- 3 53( / /

&2
12 / 3 8 /

’2 / / 3













8

6 / %

式中：" , 3（&12 3 ’）*2 3 *（&12 3 ’）2 & *8*2 $
将 &12 ’ &（$）& )01 代回上式得定理中的（7）

式，在这个矩阵不等式中，"8)96.:;矩阵 # , 83(

和系统矩阵 &（ !）、’（ !）不再出现线性组合项，
其组合关系被引入的凸化势能函数 *（!）所取
代，这样就达到了凸化的目的了 $
定义目标函数为使控制力协方差的上限最

小，即：( ’ ,-.% 6 4［ 0（ 7）2 0（ 7）］，在一步迭代
过程中，!保持为常数，待解的凸面子问题（1）中

! ’ %+ $这一并行凸化算法步骤如下：
（(）定义目标函数：( ’ ,-.%；
（&）输入 !/、!/和 ’/的初始值，在式（!）、（%）
约束下，通过求解其可行解来计算反馈增益矩阵

1，"8)96.:;矩阵 # 的初始值 1/，#/

（’）给定误差限&，令 + ’ / $
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（!）定义循环体：

! 赋值 !! "［" !
#$（ #!）% $（ #!）］%! &"对于

给定的 ! & !!，在约束集（"）、（#）约束下，求解 ’!
" $%&!得到 #、’，将 #，! & ()代回式（!）、（’）重

新计算可行解 %、*，+ & %,(，将 %、#、* 代入
!! &并把当前解依次分别记作：#!、*!、+!、’! -

# 赋值 ! " ! ( (，%! " )! %(，#! " #!，*! "

*!，$ 判断 " ’! % ’! %(" *"是否成立，若成立
则结束循环，并输出结果；若不成立，转到第（(）
步 &

! 算例分析

考虑一个三层土木结构的抗震问题，采用集

中质量力学计算模型如图 ) 所示，控制输入独立
作用于每个楼层，因此，在系统的状态方程（)）
中：./+ " 0，./, "（-( -) -*）

+ &并假设扰动 ,
为白噪声过程，其强度为 , " ("$)·,-!，它代表

图 ) 中的地面的地震加速度 .
··

/ &各层的初始结构
参数如表 ( 所示 &

图 ) 计算模型

!"# . ) $%&’(&%)"*+ ,*-.&

表 ( 给定的初始结构参数

/%0 1( 2+")"%& 3%4%,.).45 *6 5)4(’)(4.

楼层质量

-0 1 /0

刚度系数

!0 1（/1·$-(）

阻尼系数

20 1（/1·,·$-(）

底层

中间层

第三层

’ .23#

’ .23#

’ .23#

** .#*)

)3 .43*

)2 .")(

"#

’2

’#

在系统的状态方程（)）中，质量矩阵 1 &
5%60（-( -) -*），刚度矩阵 2 和阻尼矩阵 3 分

别为

2 &

!( ( !) % !) 4

% !) !) ( !* % !*
4 % !* !









*

；

3 &

2( ( 2) % 2) 4

% 2) 2) ( 2* % 2*

4 % 2* 2









*

&

系统的状态变量为：每个楼层相对于地面的位移

和加速度，即 30 表示为 -0 的位移，
43 0 表示 -0 的速

度 &我们的目的是要寻求能够限制层间位移 5( "
3(，50 (( " 30 (( % 30，0 " (，)，和层间相对速度 50 (*
" 450 的最小方差的设计，因此，控制输出系数矩
阵 45 为

45 "

( 4 4 4 4 4
% ( ( 4 4 4 4
4 % ( ( 4 4 4
4 4 4 ( 4 4
4 4 4 % ( ( 4
4 4 4 4 %



















( (

&

假定控制输出的方差上限分别为

6［ 5)0］# 4 .444 )（$），0 " (，)，*；

6［ 45)0］# 4 .*（$·,-(），0 " (，)，* &

即：" " 5%60（) 7 (4%!，) 7 (4%!，) 7 (4%!，4 .*，4 .*，

4 .*）&首先选取控制输入力 6［ 5（ 8）+ 5（ 8$ ）］初值

!4 " ( .4 7 (4()1，经过 *( 次迭代，得到反馈增益

矩阵 *、7869:&;<矩阵 % 的可行解 *4、%4 为

%4 "

4.444( 4.444( 4.444( % 4.44(2 % 4.44(# % 4.44(2

4.444( 4.444) 4.444) % 4.44(" % 4.44*! % 4.44)#

4.444( 4.444) 4.444* % 4.44(’ % 4.44*2 % 4.44’4

% 4.44(2 % 4.44(" % 4.44(’ 4.(#(" 4.("3" 4.("3’

% 4.44(# % 4.44*! % 4.44*2 4.("3" 4.**)3 4.*)("

% 4.44(2 % 4.44)# %

















4.44’4 4.("3’ 4.*)(" 4.*"4’

*4 & ( .4 6 (4’ 6

, #.’#2) (.!(2( (.#’4’ , 4.*2"3 4.43#( 4.4!!3

*.4#2* , ).’)!( , (.34)) , 4.42*( , 4.(3(2 , 4.(’’!

).*"#3 , ).44"2 , ).2*#4 4.()*’ , 4.(’4# ,







4.432*

此时的控制输入力为：! " 2 .’)3 ( 7 (42 1 &
然后以 *4、%4 为初始值，选取迭代误差上限为"
" 4 .444 ’，迭代计算得到在结构优化参数 9 "
［4.444 ( 4.444 * 4.444 ’ % )."4* ( % (.3!2 ’
% ( .(3( *］+ 时，得 到 输 入 控 制 力 的 最 小 值：

’ " $%& 6［5（ 8）+5（ 8$ ）］" $%&! " ).()! " 7 (4" 1，
此时的结构参数如表 ) &

’ 结 论

（(）从表 (和表 ) 的对比中可以看出，对与本
文采用的三层建筑模型，底层的结构参数变化对

控制输入力较其他层敏感，要想减小控制输入力，

!* 郑 州 大 学 学 报（ 工 学 版 ） )44" 年
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就必须减小底层的质量，同时增大底层的刚度和

阻尼 !这正好适应建筑材料的轻质高强发展趋势 !
（!）利用上述设计的算法成功的解决了在随
机激励作用下、以结构参数为优化变量、以控制输

入力最小为优化目标的建筑结构与控制系统的并

行设计问题，在优化设计结构参数的同时，将控制

输入力由! " " #$!% & # &’" (降低到! " ! #&!) *
# &’* (，这在实际中对减少结构控制系统造价意
义重大 !

表 ! 优化后的结构参数

!"# $! %&’()(*+, &"-")+’+-. /0 .’-12’1-+

楼层质量

$% & +,

刚度系数

’% &（+(·-.&）

阻尼系数

(% &（+(·/·-.&）

底层

中间层

第三层

0 #!%0 %

0 #%)" $

) #1’$ 1

0" #%!" !

!1 #&)) $

!1 #)!% 1

1& #$$& *

$* #’$& $

$$ #’$& $

（0）从算法迭代过程看，该算法收敛性较好，
收敛速度快，能有效的完成建筑结构与控制系统

的协同设计，取得较好的设计效果 !只是本设计算
例没有充分考虑设计裕度，在实际工程中这些参

数可能要作一些调整 !例如，算例的优化结果中底
层的质量减少近 $’)，这在实际工程中很难实

现，除了采用轻质高强的建筑材料之外，设计时还

得作一定调整，这样相应的控制输入力就要增加 !
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