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截断情形下污染系数的估计

胡玉萍

（郑州大学系统科学与数学系�河南　郑州450052）
摘　要：设 X1�X2�…�Xn 为一列非负独立同分布的随机变量�其分布为：Fα（ x） ＝（1－α） F1（ x） ＋
αF2（ x） �其中α∈［0�1］ �F1（ x） �F2（ x）都是定义在 R＋上的分布函数�现 Y1�Y2�…�Yn 为非负i ．i ．d～
G（t）的截断随机变量列�并且 Xi 与Yi 也相互独立�在仅能观察到：Zi ＝min（ Xi�Yi） �δi ＝I（ Xi ≤Yi）（i
＝1�2�…�n） 的情况下�给出了污染系数α的估计�并在 G（t）已知的情况下证明了其相合性．
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0　引言
在实际问题中�我们经常遇到一类所谓污染

数据（contaminated data） �早在1952年�Davis ［1］ 就
注意到在寿命试验中�元件寿命分布函数可能为
两个分布函数的混合�考虑 X1�X2�…�Xn 为一
列非负独立同分布的随机变量�具有分布函数
Fα（ x）

Fα（ x） ＝（1－α） F1（ x） ＋αF2（ x） （1）
其中�α∈［0�1］ ；F1（ x） �F2（ x）都是定义在半直
线 R＋＝［0�∞）的分布函数．试验所观察到的元
件寿命数据以概率1－α来自分布F1（ x） �以概率
α来自分布F2（ x） �通常我们关心 F1（ x） �认为数
据本应该服从 F1（ x） �但却受到了少量来自分布
F2（ x）的数据的污染�我们称α为污染系数．它衡
量了数据受污染的程度�是我们所关心的．郑祖
康［2］ 已对两类污染数据回归分析的参数估计进行
了讨论�潘建敏［3］ 考虑了污染数据半参数回归分
析的估计问题�任哲［4］ 研究了文献［2］ 中提出的第
Ⅰ类污染数据回归模型的参数的最小一乘估计�
随着近几年研究成果的涌现�使得人们对有关污
染数据的问题也更加重视起来．

在不少涉及污染模型的领域中�存在着 Xi 不
能直接观察到�而是被另一组随机变量 Yi 截断的
情况�例如考虑 n 个元件的寿命试验�已知寿命
分布服从式（1） �由于受试验时间、费用等的限制�

不可能将寿命试验进行到所有元件都失效�笔
者［5］ 对随机截断情形下污染数据半参数回归分析
的估计问题进行了讨论�本文现考虑污染数据被
截断的情况下污染系数α的估计问题．

1　截断模型下污染系数的估计
设 X1�X2�…�Xn 为独立同分布（i ．i ．d） 的

非负随机变量�共同的分布为 Fα（ X） �Xi 因右截
断而不能完全观察�仅能观察到：

Zi ＝min（ Xi�Yi） �δi ＝I（ Xi ≤Yi）
（i ＝1�2�…�n）

其中 I（·） 表示某事件的示性函数；Y1�Y2�…�
Yn 为非负i ．i ．d ～G（t）的截断随机变量列．现在
的问题是如何利用上面所获得的截断数据（ Zi�
δi） �i ＝1�2�…�n 来估计污染系数α�为方便�
本文使用下列记号：
S ＝1－Fα；
Zi ＝min（ Xi�Yi） 的分布函数为 H（t） ；
τFα＝inf（t ＞0�Fα（t） ＝1） ；
τG ＝inf（t ＞0�G（t） ＝1） ；
τH ＝inf（t ＞0�H（t） ＝1） ．

且假设τFα＜τG ≤ ∞�显见1－H（t） ＝［1－
Fα（t）］ ［1－ G（t）］ �τH ＝ min（τFα�τG） ＝ τFα．
　　关于Fα的估计量到目前为止�讨论较多的是
Kaplan-Meier 估计［6］ 它的定义为
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　　 FKM（t） ＝1－∏
Z（i）≤t

1－ 1
n －i ＋1

δ（i） （2）
其中：Z（1）�Z（2）�…�Z（ n） 为 Z1�Z2�…�Zn 的
次序统计量；δ（i） 为与 Z（i） 相应的截断示性函数�
当没有截断发生时（δ（i） ＝1�i ＝1�2�…�n） �
FKM（t） 恰好为经验分布函数．因此�KM估计可以
看作经验分布函数在截断情况下的推广�但此估
计量没有使用G（t） 已知这一重要信息�因此从信
息论的角度考虑�FKM（t） 不是最好的估计量．

当 G（t） 已知时�下面我们引进 Fα的另一个
估计量�它利用了已知G（t） 这个假设和样本（ Zi�
δi） �i ＝1�2�…�n 的信息�具有很好的性质�下
面的引理1和引理2由郑祖康（1995） 首先提出并
证明（见文献［7］ ） �为方便�先给出如下定义：

定义1　设函数Φ1�Φ2满足
［1－G（ x）］ I（ x ＞t） Φ1（t �x） ＋
∫x

0Φ2（t �y）I（ y ＞t）d G（ y） ＝I（ x ＞t）
Φ1�Φ2与 Fα独立（但可依赖 G）

（3）

　　我们称（ Φ1�Φ2） 属于类K∗�记为（ Φ1�Φ2）
∈K∗（易见Φ1（t �x） ＝Φ2（t �x） ＝［1－G（t）］ －1
满足式（3） �故 K∗ ≠●）．

取（ Φ1�Φ2） ∈ K∗�定义：

Sn（t） ＝1
n∑

n

i ＝1
［ I（ Zi ＞t）δiΦ1（t �Zi） ＋

I（ Zi ＞t）（1－δi） Φ2（t �Zi）］ （4）
取 Φ1（t �x） ＝ Φ2（t �x） ＝［1－G（t）］ －1代入式
（4） 式�得

S^ n（t） ＝1
n∑

n

i ＝1
I（ Zi ＞t）［1－G（t）］ －1 （5）

　　定义2　记 μ^k⧋∫τ

0Fαkx
k－1^S n（ x）d x

记 Fα（ x） �F1（ x） �F2（ x） 的k 阶矩分别为μk�
μ（1）k �μ（2）k �进一步我们假定可以选择到这样的k �
使得

μ（1）k ≠μ（2）k ．
很自然�我们可构造α的估计为

α^＝ μ^k －μ
（1）
k

μ（2）k －μ（1）k
．

　　当 G（t） 未知时�以1－G 的Kaplan-Meier 估
计

1－G^n（t） ＝∏n
j ＝1

N＋（ Zj）
1＋N＋（ Zj）

I［ Zj≤t �δj＝0］

（t ≥0）
作为1－G（t） 的估计�其中

N＋（ Zj） ＝∑n
i ＝1
I［ Zi ＞ Zj］ �

记　〜S n（t） ＝1
n∑

n

i ＝1
I（ Zi ＞t）［1－G^n（t）］

定义3　记 μ̄k≙∫τFα0 kxk－1〜S n（ x）d x �
假设可以选择到这样的 k �使得

μ（1）k ≠μ（2）k �
则我们可构造α的估计为

〜α＝ 〜μk －μ（1）k
μ（2）k －μ（1）k

．

2　估计的强相合性
关于α的估计�在 G（t） 已知时�我们可给出

下面的定理．
定理　在模型式（1） 下�若F1（ x） �F2（ x） 的

某个k 阶矩μ（1）k �μ（2）k 存在�且μ（1）k ≠μ（2）k �则有：
（1） α^为α的无偏估计；
（2） α^→α�a．s ．
为了给出上面定理的证明�我们先给出几个

引理．
引理1［7］ 　ESn（t） ＝ S（t） ＝1－Fα（t）
引理2［7］　Var［ S^n（t）］ ＝inf ［ Φ1�Φ2］ ∈K∗Var［ Sn（t）］ ；
　　引理1表明式（4） 定义的统计量是1－Fα无
偏估计�引理2表明（5） 式定义的统计量为类 K∗
中方差最小的一个．
引理3　E^μk ＝μk。

证明：由引理1可知：
　　E^μk ＝ E∫τFα

0 kx
k－1^S n（ x）d x

＝∫τFα
0 k ·x

k－1S（ x）d x
＝∫τFα

0 k ·x
k－1（1－Fα（ x））d x

＝μk．
　　定理的证明：

设　Wi ＝∫τFα
0
I（ Zi ＞x）1－G（ x） k ·xk－1d x ；

　　μ^k ＝∫τFα
0 k ·x

k－1^S n（ x）d x
＝1
n∑

n

i ＝1∫τFα
0
kxk－1I（ Zi ＞x）1－G（ x） d x

＝1
n∑

n

i ＝1
Wi�

由引理3知�E^μk ＝μk�故
　　E（α^） ＝ E^μk －μ

（1）
k

μ（2）k －μ（1）k
＝ μk －μ（1）k
μ（2）k －μ（1）k

．
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又由式（1） 可得
μk ＝（1－α）μ（1）k ＋αμ（2）k �

因此 E（α^） ＝α．
即 α^为α的无偏估计．
由τFα＝τH�得

　　 Wi ＝∫τFα
0
kxk－1I（ Zi ＞x）1－G（ x） d x

＝∫min（τFα�Zi）
0

kxk－11－G（ x）d x
＝∫Zi

0
kxk－11－G（ x）d x ；

E（ Wi） ＝∫τFα
0 E

kxk－1I（ Zi ＞x）1－G（ x） d x
＝∫τFα

0 kx
k－1E I（ Zi ＞x）1－G（ x） d x

＝∫τFα
0 kx

k－1（1－Fα（ x））d x
＝∫τFα

0 kx
k－1S（ x）d x

＝μk�
由柯尔莫哥洛夫定理�可得

μ^k →μk�a ．s ．
因此�　^α→α�a．s ．
证毕．
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Esti mation of Contamination Coefficients of Censored Data

HU Yu－ping
（Depart ment of System Science ＆Mathematics �Zhengzhou University �Zhengzhou 450052�China）

Abstract ： X1�X2�…�Xn are a sequence of i ．i ．d random variables with the distribution function of Fα（ x）＝（1
－α） F1（ x）＋αF2（ x） �where α∈［0�1］ �and F1（ x） and F2（ x） are distribution functions ．Y1�Y2�…�Yn
are assumed nonnegative �independent �and identically distributed random variables with a common distribution
function G（t） �the observations are pairs （ Zi�δi） �i ＝1�2�…�n with Zi＝min （ Xi�Yi） and δi．This paper
presents an esti mation of αand proves its strong consistency ．
Key words ：contaminated data ；censored data ；contamination coefficient
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